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Zusammenfassung

Das Ziel der Diplomarbeit ist die Implementierung der Datenstromalgorith-
men für Regression. Es wird die Lösung von Ax = B berechnet, wobei A eine
n×m-Matrix und B eine n×m′-Matrix ist. Die empfangenen Daten A und B
der Datenströme werden durch Time Series Modell oder Turnstile (Drehkreuz)
Modell aktualisiert.

Im Kapitel 2 werden einige klassische Verfahren für Regression vorgestellt.
Häu�g können groÿe Datenmengen von Datenströmen mit klassischen Algo-
rithmen nicht behandelt werden, weil der zur Verfügung stehende Speicher oft
beschränkt ist.

Im Kapitel 3 werden drei Datenstromalgorithmen für Regression erklärt.
Zunächst wird über zwei Algorithmen im Time Series Modell diskutiert. Die
erste Methode basiert auf Gauss'sche Normalgleichung, die von Q. Zhou im
Jahr 2008 [43] verwendet wird. Das zweite Datenstromalgorithmus wird in der
vorliegenden Arbeit entwickelt. Es arbeitet mit der QR-Zerlegung. Danach wird
ein Datenstromalgorithmus im Turnstile Modell vorstellt. Dieses Algorithmus
wird von K. L. Clarkson und D. P. Woodru� im Jahr 2009 in der Literatur [6]
verö�entlicht.

Im Kapitel 4 werden einige Untersuchungen durchgeführt, um die Genau-
igkeit der Theorien zu überprüfen und die Algorithmen zu vergleichen.



Kapitel 1

Einleitung und Einordnung der

Arbeit

1.1 Datenströme und Datenstromalgorithmen

Durch die Anwendung von Sensoren zur Messung und Kontrolle in der Industrie und
die gestiegene Vernetzung von Rechnern insbesondere durch das Internet entsteht
das Problem der Analyse riesiger Datenmengen, die in Form von Datenströmen auf-
treten [28]. Ein Datenstrom ist eine kontinuierliche Folge von digitalen Signalen, die
gesendete Informationen darstellen [12]. Typischerweise werden Signale als Punkte,
Tupel von Punkten, die durch Zahlen oder Zeichen dargestellt [12].

In den letzten Jahren sind immer mehr Anwendungen auf groÿe Datenmengen,
die in Form von Datenströmen auftreten, entstanden. Beispielsweise fallen sehr groÿe
Datenmengen an, wenn Netzwerkdatenverkehr durch Rechner überwacht, die emp-
fangenen Sensordaten verarbeitet oder die Trends der Aktienkurse berechnen. Die
groÿen Datenmengen passen häu�g nicht in den Hauptspeicher eines Rechners und
sind dadurch nicht komplett speicherbar [12]. Die Datenelemente werden meist in ra-
scher Folge erzeugt, wodurch die Menge der Datensätze pro Zeiteinheit variiert [12].
Häu�g können derartig groÿe Datenmengen mit klassischen Algorithmen nicht mehr
bearbeitet werden. Daher werden spezielle Algorithmen benötigt, die mit einem oder
wenigen Durchlauf über die Daten und mit sehr wenig Speicher auskommen müssen
[12]und somit oft nur eine Approximation der Lösung berechnen können [2]. Solche
Algorithmen werden auch als Datenstromalgorithmen bezeichnet.

In dieser Arbeit wird die Methode der kleinsten Quadrate zur Analyse von Da-
tenströmen untersucht. Beim Entwurf des Algorithmus spielen Randomisierung und
Hashing eine wichtige Rolle [2].
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND EINORDNUNG DER ARBEIT

Für die Anwendung von groÿen Datenmengen werden Datenstromalgorithmen
erfordert, wie zum Beispiel bei der Erfassung von Routingdaten in Netzwerken, Auf-
zeichnungen von Telekommunikationsdaten, Banktransaktionen, Börsentickern usw.
[24] .

1.2 Modelle der Datenströme

Der typische Verlauf eines Datenstromalgorithmus wird in Abbildung 1.2.1 veran-
schaulicht. Der Input (deutsch: Dateneingang) in Abbildung 1.2.1 ist in Form von

Abbildung 1.2.1: Der typische Verlauf eines Datenstromalgorithmus [43].

Strom dargestellt:
a1, a2, · · · , ai, · · · .

Häu�g wird der Datenstromalgorithmusverlauf von drei Modellen (Time Series Mo-
dell, Cash Register und Turnstile) beschrieben. Die drei Datenstrommodelle unter-
scheiden sich in dem, wie sie die empfangenen Daten A durch a′is aktualisieren:

• a) Time Series Modell: Das Signal kommt immer in der Reihenfolge des Index.
Das aktuell zu empfangende Element hat immer die höchste Indexnummer. So
werden die empfangenen Daten A nach (A[i] = ai) aktualisiert. Das Model ist
am besten geeignet, wenn die Daten im festgelegten Zeitintervallen ankommen
[12]. Der Windsensor misst zum Beispiel die Windgeschwindigkeit regelmäÿig
einmal pro Sekunde.

• b) Cash Register (Registrierkasse) Modell: Hier ist ai ist ein Tupel: ai = (j, Ii),
wobei Ii ≥ 0. Mit: Ai[j] = Ai−1[j] + Ii werden die empfangenen Daten A ak-
tualisiert, wobei Ai der Signalzustand nachdem das i-te Element des Stromes
gesehen wurde [12]. Zum Bsp.: Wie viele Bücher wurden verkauft? Die Bü-
cher (Harry Potter) haben die Indexnummer j und wurden gerade Anzahl Ii
verkauft. Ai[j] ist die Anzahl der bis jetzt verkauften (Harry Potter) Bücher.
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• c) Turnstile (Drehkreuz) Modell: ai ist hier wie nach Cash Register Modell ein
Tupel ai = (j, I), wobei I 6= 0. Die empfangenen Daten A werden aktualisiert
nach A[j] = A[j] + I [12]. Zum Bsp.: Wie viele Frauen und Männer sind im
Wartezimmer. In diesem Beispiel ist die Indexnummer von Frauen j = 1 und
die Indexnummer von Männern j = 2. Wenn ein Mann ins Wartezimmer kommt
(d.h. ai = (j, I) = (2, 1)), dann wird nach A[2] = A[2] + 1 berechnet.

Die empfangenen Daten A sind sehr groÿ und somit häu�g nicht speicherbar. Wäh-
rend der Aktualisierung müssen sie sofort verarbeitet werden. Die Diplomarbeit dient
zur Analyse der Datenstromalgorithmen für Regression. Die empfangenen Daten sind
hier die Matrix A und der Vektor b in der Gleichung Ax = b.

1.3 Einordnung der vorliegenden Arbeit

Die vorliegende Diplomarbeit beschäftigt sich mit der Implementierung und Unter-
suchung der Datenstromalgorithmen für Regression.

Im ersten Teil der Arbeit (Kap. 2) werden die mathematischen Grundlagen und
die generellen Algorithmen der Regression vorgestellt.

Die Theorien der Datenstromalgorithmen für Regression werden im zweiten Teil
der Arbeit (Kap. 3) erläutert. Dabei werden zwei Algorithmen im Time Series Mo-
dell (Algorithmus von Zhou und QR- Datenstromalgorithmus) und ein Algorith-
mus im Turnstile Modell (Clarkson-Woodru� Algorithmus) erklärt, wobei das QR-
Datenstromalgorithmus in der vorliegenden Arbeit entwickelt wird.

Der dritte Teil der Arbeit (Kap. 4) ist die experimentelle Untersuchung über die
klassischen Methoden und Datenstromalgorithmen für Regression. In diesem Teil
werden die Genauigkeit der Theorien und die Eigenschaften der Datenstromalgo-
rithmen überprüft. Für das Clarkson-Woodru� Algorithmus werden desweiteren die
Reihung der Hashfunktionen untersucht.

Mit der Zusammenfassung und dem Ausblick in Kapitel 5 wird die Arbeit abge-
schlossen. Zusätzlich wird eine kurze Beschreibung der Implementierung im Anhang
angefügt.





Kapitel 2

Klassische Algorithmen für

Regression

Um ein physikalisches Problem zu lösen, muss dieses zuerst in eine mathematische
Funktionen mit freien Parametern formuliert werden. Die mathematische Funktion
wird als theoretische Funktionen bezeichnet. Die freien Parametern können durch
eine Anpassung an die Messgröÿe empirisch bestimmt werden. Für die Anpassung
wird die Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) verwendet [13]. Die Bestimmung
der Parameter erfolgt durch die möglichst nahen Anpassung der Funktion an die
empirischen ermittelten Datenpunkte. D. h. es wird die Summe der quadratischen
Abstände zwischen der Kurve der Funktion und der gegebenen Datenpunkten mini-
miert [36].

2.1 Methode der kleinsten Quadrate

2.1.1 Problemstellung der Regression

In einem Experiment ist das Ziel einer jeden Messung, den wahren Wert einer phy-
sikalischen Gröÿe zu bestimmen. Wenn aber mehrere Messungen mit derselben oder
einer gleichgearteten Messapparatur oder auch nach einem anderen Messverfahren
durchgeführt werden, werden unterschiedliche Ergebnisse durch Messfehler auftre-
ten [1]. Es erhebt sich nun die Frage, wie man relative gute Ergebnisse durch die
Messungen berechnen kann.

5



6 KAPITEL 2. KLASSISCHE ALGORITHMEN FÜR REGRESSION

2.1.2 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Problemlösung können die Ergebnisse durch die �Methode der kleinsten Quadrat�
berechnet werden. Die Methode der kleinsten Quadrate dient zur Minimierung der
quadratischen Fehler. Ein konkreter Berechnungsfall: Es werden viele Wertepaare

(t1, b1), (t2, b2), · · · , (tn, bn)

gemessen. Die Beziehung zwischen t und b können durch ein einfaches Polynom

b = f(t) =
m∑
k=1

xkt
k−1

approximiert werden (z.B. m = 2: Gerade, m = 3: Parabel), um die �optimalen�
Koe�zienten x1, x2, · · · , xm zu suchen [5].

Mit der n Messungen (ti, bi) kann eine lineare Gleichung für die Unbekannten
x1, x2, · · · , xm beschreiben werden [5]:

x1 + x2t
1
1 + · · ·+ xmt

m−1
1 = b1

...

x1 + x2t
1
n + · · ·+ xmt

m−1
n = bn.

Das lineare Gleichungssystem wird in Matrixschreibweise formuliert: 1 t1 · · · tm−1
1

...
...

1 tn · · · tm−1
n


︸ ︷︷ ︸

A∈Rn×m

 x1
...
xm


︸ ︷︷ ︸
x∈Rm

=

 b1
...
bn


︸ ︷︷ ︸
b∈Rn

. (2.1.1)

Die Matrix A besitzt normalerweise sehr viel mehr Zeilen als Spalten (n� m). Die
Gleichungen sind also sehr viel mehr als Unbekannte [5]. Deshalb wird im Allgemeinen
kein x aufgefunden, um die Gleichung (2.1.1) genau zu erfüllen. Durch die Methode
der kleinsten Quadrate wird ein x bestimmt, um die Gleichung möglichst gut zu
erfüllen. Falls x die Lösung des Systems (2.1.1) ist, weist der Residuenvektor r =
Ax− b eine minimale Länge auf.
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2.2 Lösen der MKQ durch Normalgleichung und

Cholesky-Zerlegung

2.2.1 Normalgleichung

Das Quadrat des Residuenvektores kann durch die Funktion

f(x1, x2, · · · , xm) = ‖r‖2
2 (2.2.1)

beschrieben werden. Das Minimum der Funktion wird gesucht durch [5]:

f(x1, x2, · · · , xm) = ‖r‖2
2

= 〈Ax− b, Ax− b〉
=
〈
ATAx, x

〉
− 2

〈
AT b, x

〉
+ 〈b, b〉

= 〈Mx, x〉 − 2 〈d, x〉+ ‖b‖2
2 ,

(2.2.2)

mit M = ATA ∈ Rm×m und d = AT b ∈ Rn. Die notwendige Bedingung zur Minimie-
rung der Funktion f(x1, x2, · · · , xm) ist [5]

0 = ∇xf = 2Mx− 2d, (2.2.3)

d.h.
Mx = d oderATAx = AT b. (2.2.4)

Die Gleichung 2.2.4 wird als Gauss'sche Normalgleichung bezeichnet. x ∈ Rm ist
genau dann die Lösung der Minimierung der Funktion f(x1, x2, · · · , xm) (das kleins-
te Quadrat des Residuenvektores), falls es die Normalgleichung 2.2.4 erfüllt. Somit
besteht die Methode der kleinsten Quadrate darin, die Normalgleichung zu lösen.

2.2.2 Cholesky-Zerlegung

Um die Normalgleichung zu lösen, stehen die Verfahren der Cholesky-Zerlegung [19]
im Prinzip zur Verfügung, da M = ATA ∈ Rm×m symmetrisch und positiv de�niert
ist, falls rang(A) = m [29].

Die Matrix M kann eindeutig in der Form

M = LDLT = GGT (2.2.5)

zerlegt werden, wobei G = LD
1
2 , D eine positive Diagonalmatrix,

D
1
2 = diag

(√
d11,

√
d22, · · · ,

√
dmm

)
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und L eine untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente alle gleich 1 sind [35].
Zur Berechnung der Zerlegungsmatrix

G =

 g11 0
...

. . .
gm1 · · · gmm

 (2.2.6)

wird direkt mit der Beziehung
M = GGT (2.2.7)

begonnen [22]. Durch das Multiplizieren von g11 0
...

. . .
gm1 · · · gmm


 g11 · · · gm1

. . .
...

0 gmm

 =

 m11 m1m
...

. . .
mm1 · · · mmm

 (2.2.8)

wird das System (2.2.7) als m(m+1)
2

Gleichungen für die Gröÿen gjk, k ≤ j aufgefasst.
Die erste Spalte von G ergibt sich:

m11 = g2
11, m21 = g21g11, · · · , mm1 = gm1g11,

wobei sich
g11 =

√
m11, gj1 =

mj1

g11

j ∈ {2, · · · ,m} , (2.2.9)

berechnet [22]. Aus

mii =g2
i1 + g2

i2 + · · ·+ g2
ii, gii > 0

mji =gj1gi1 + gj2gi2 + · · ·+ gjigii, j > i

werden die Elemente gii und gji berechnet durch [22, 35]:

gji =


0 für i > j√
mii −

∑i−1
k=1 gik für i = j

g−1
ii

(
mji −

∑i−1
k=1 gjkgik

)
für i < j.

(2.2.10)

Um gji zu berechnen, wird ein O(m) Rechenaufwand benötigt. Der gesamte Re-
chenaufwand der Cholesky-Zerlegung ist somit O(m3). Der Pseudocode ist in der
Literatur unter [35] zu �nden.



2.2. LÖSEN DER MKQ DURCH NORMALGLEICHUNG UND
CHOLESKY-ZERLEGUNG 9

2.2.3 Lösen der Normalgleichung mithilfe der

Cholesky-Zerlegung

Die Normalgleichung Mx = d lässt sich e�zient durch die Cholesky-Zerlegung,
Vorwärts- und Rückwärtseinsetzmethode lösen [35]. Die Berechnung teilt sich in fol-
gende Schritte auf:

• Cholesky-Zerlegung: M = GGT ;

• Vorwärtseinsetzen Lösung des linearen Gleichungssystems: Gy = d;

• Rückwärtseinsetzen Lösung des linearen Gleichungssystems GTx = y.

Vorwärtseinsetzen beim Eliminationsverfahren

Wird GTx = y in Gleichung GGTx = d eingesetzt, wird die folgende Gleichung
berechnet:

 g11 0
...

. . .
gm1 · · · gmm


 y1

...
ym

 =

 d1
...
dm

 . (2.2.11)

Aus Gauÿsches Eliminationsverfahren ergeben sich die Variablen [y1, · · · , ym] rekur-
siv von oben nach unten:

y1 =
d1

g11

y2 =
d2 − g21y1

g22

...

ym =
dm −

∑m−1
i=1 gmiyi

gmm
.

(2.2.12)

Das Verfahren 2.2.12 wird als Vorwärtseinsetzen bezeichnet. Die entsprechenden
Pseudocode sind in der Literatur [19] aufgelistet. Die Laufzeit der Vorwärtseinsetzen
ist O(m2).



10 KAPITEL 2. KLASSISCHE ALGORITHMEN FÜR REGRESSION

Rückwärtseinsetzen beim Eliminationsverfahren

Die Gleichung  g11 · · · gm1

. . .
...

0 gmm


 x1

...
xm

 =

 y1
...
ym

 (2.2.13)

wird durch das Rückwärtseinsetzen der Eliminationsverfahren berechnet, wobei

xm =
ym
gmm

xm−1 =
ym−1 − gm−1,mym

gm−1,m−1

...

x1 =
y1 −

∑m
i=2 g1iyi
g11

.

(2.2.14)

Die Pseudocode des Rückwärtseinsetzen sind auch in der Literatur [19] zu �nden.
Der Rechenaufwand vom Rückwärtseinsetzen ist O (m2).

2.2.4 Fazit

x ∈ Rm ist genau dann die Lösung der Methode der kleinsten Quadrate, wenn die
Normalgleichungen 2.2.4 erfüllt wird. Für das Problem werden mithilfe der Cholesky-
Zerlegung die Operationen benötigt:

1. Berechnung von M = ATA, A ∈ Rn×m : O (nm2);

2. Cholesky-Zerlegung: O (m3) ;

3. Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen: O (m2).

Für m ≈ n werden O(m3) Operationen benötigt. Die Berechnung der Normalglei-
chung ist unter Numerikern schlecht, da die Kondition des linearen Gleichungssys-
tems sich durch die Berechnung ATA verschlechtert, wobei die Kondition von A
typischerweise schon schlecht ist [20, 29]. Somit werden hier die relativen Fehler der
Lösung groÿ.
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2.3 Lösen der MKQ mithilfe der QR-Zerlegung

Wird die Methode der kleinsten Quadrate direkt behandelt, ohne die Normalglei-
chung zu lösen, wird die Lösung verbessert, da die Kondition der Normalgleichungen
sich durch die Berechnung ATA verschlechtert. Die Grundidee ist, dass orthogona-
le Transformationen die euklidische Norm eines Vektors nicht verändern [42]. D. h.
‖r‖2

2 =< Ax − b, Ax − b >=< Q(Ax − b), Q(Ax − b) >, wobei Q eine beliebige
orthogonale Matrix ist. Deshalb kann eine QR-Zerlegung [8, 9] verwendet werden,
um die Lösung der Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen. Dabei wird die
Matrix A als Produkt von zwei Matrizen QR zerlegt, wobei Q ∈ Rn×n orthogonal
und R ∈ Rn×m eine obere Rechtsdreiecksmatrix ist [29].

R =



∗ · · · ∗
. . .

...
0 ∗
0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


=

[
R1

0

]
, R1 ∈ Rm×m

Der Residuenvektor r = Ax− b darf mit QT multipliziert werden, ohne die Länge zu
verändern, da QT orthogonal ist. D. h. [7]:

‖r‖2
2 =

∥∥QT (Ax− b)
∥∥2

2

=
∥∥Rx−QT b

∥∥2

2

=

∥∥∥∥[ R1

0

]
x−

[
d1

d2

]∥∥∥∥2

2

= ‖R1x− d1‖2
2 + ‖d2‖2

2 ,

(2.3.1)

mit d = QT b =

[
d1

d2

]
. Also wird ‖r‖2

2 genau dann minimiert, wenn

R1x− d1 = 0⇔ R1x = d1.

Durch ein anschlieÿendes Rückwärtseinsetzen (siehe Abschnitt 2.2.3) wird das lineare
Gleichungssystem Ax = b durch die Methode der kleinsten Quadrate gelöst.

2.3.1 Berechnung der QR-Zerlegung

In diesem Abschnitt wird die QR-Zerlegung der Matrix A ∈ Rn×m beschrieben, wobei
Q eine orthogonale Matrix und R eine rechte obere Dreiecksmatrix ist. Drei bekannte
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Verfahren werden in diesem Fall verwenden. Zunächst wird in dieser Diplomarbeit die
Zerlegung mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren und danach
die Zerlegung mit Householder Transformationen und Givens-Rotationen erklärt.

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Das linear unabhängige Elemente kann immer mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren in paarweise zu einander orthogonale Elemente, die in einem
Vektorraum sind, umgerechnet werden. Für linear unabhängige Vektoren a1, a2, · · · , am
können orthonormale Vektoren q1, q2, · · · , qm nach folgendem Muster berechnet wer-
den [19]:

1. qj =aj

2. qj =qj −
j−1∑
i=1

〈qj, qi〉
〈qi, qi〉

qi

3. qj =
qj
‖qj‖2

, j = 1, 2, · · · ,m.

(2.3.2)

Wenn ai ∈ Rn (notwendig ist n ≥ m) als Spalten einer Matrix A ∈ Rn×m und
entsprechend qi ∈ Rn als Spalten einer Matrix Q ∈ Rn×m aufgefasst werden, ist das
Ergebnis des Gram-Schmidtschen Verfahrens dann gleich wie bei der QR-Zerlegung
A = QR, wobei R ∈ Rm×m eine obere Rechtsdreiecksmatrix (mit Gleichung 2.3.3)
ist [19].

rjj = ‖qj‖ , rjk = 〈qk, qj〉 , j < k < m (2.3.3)

Das Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren ist für die numerische Berech-
nung durch einen Computer nicht geeignet, da durch die Rundungsfehler die berech-
neten Vektoren nicht mehr zwingend orthogonal sind [18]. Das Verfahren hat eine
Laufzeit von O(m2n).

Householder Transformation

Für einen Vektor ν ∈ Rn wird

Gν = ννT =

 ν2
1 · · · ν1νn
...

...
νnν1 · · · ν2

n

 ∈ Rn×n (2.3.4)

�dyadisches Produkt� genannt [22]. Wenn ‖ν‖2 = 1, heiÿt die Matrix

Uν = I − 2Gν (2.3.5)
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�Householder Transformation� [22]. Sie beschreibt die Re�exionen an der Ebene, die
auf ν senkrecht liegt [29]. Für einen gegebenen Vektor x ∈ Rn wird der Vektor ν ∈ Rn

mit ‖ν‖2 = 1 so bestimmt, dass [19]

ce1 = Uνx =
(
I − 2ννT

)
x = x− 2 〈ν, x〉 ν. (2.3.6)

Daraus folgt
2 〈ν, x〉 ν = x− ce1. (2.3.7)

Die Gleichung 2.3.7 bedeutet, dass der Vektor ν als ein Vielfaches vom Vektor x−ce1

sein muss [19]. Es folgt die Lösung

‖x‖2 = ‖Uνx‖2 = ‖ce1‖2 = |c| , (2.3.8)

weil Uν Orthogonal ist [19]. Der Betrag von c lässt sich also durch 2.3.8 bestimmen.
So folgt das Ergebnis [19]

c = γ ‖x‖2 mit |γ| = 1. (2.3.9)

Wird 2.3.9 in 2.3.7 eingesetzt, wird [19]

2 〈ν, x〉 ν︸ ︷︷ ︸
ν̃

= x− γ ‖x‖2 e1 und ν =
ν̃

‖ν̃‖2

(2.3.10)

erzeugt. Um die Wahl von γ zu untersuchen, setzt man ν̃ in Gleichung 2.3.7 ein.
So erhält man die Gleichung γx1 = γx1 , wobei der Querstrich den Übergang zur
konjugiert komplexen Zahl andeutet [19]. Um Auslöschung bei der Bildung von ν̃ zu
vermeiden, wird die Lösung [19]

γ =

{
−1 falls x1 = 0

− x1
|x1| sonst.

(2.3.11)

gewählt. Wenn die Householder Transformation derart konstruiert wird, dass die
Spalten

(
A(1), A(2), · · · , A(m)

)
der Ausgangsmatrix A ∈ Rn×m auf Vektoren, ihre

Element A(i)
(j) = 0 für j > i, abgebildet werden, lässt sich die QR-Zerlegung mithilfe

von Householder Transformation berechnen [29], wobei A(i)
(j) die Element mit Index

(i; j) von A bezeichnet.
Die Matrix R der QR-Zerlegung von Matrix A ∈ Rn×m lässt sich mithilfe von

Householder Transformation in m Schritten

A = A1 → · · · → Ai → · · · → Am = R, (2.3.12)
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erzeugen, wobei Ai−1 die Gestalt aufweist [22]:

Ai−1 =


∗ ∗
0

. . .
...

0 0 ∗ · · · ∗
0 0

...
...

0 0 ∗ · · · ∗

 i

i

(2.3.13)

Die Householder Transformation Ui ∈ Rn×n im i-ten Schritten wird wie folgt be-
stimmt: [22]

UiAi−1 = Ai (2.3.14)

Ui =



|
I | 0

|
_ _ _ _ _ _ _

|
0 | I − 2νiν

T
i

|

 i

i

(2.3.15)

Nach m Schritten wird die Matrix R erzeugt

R = UmUm−1 · · ·U1︸ ︷︷ ︸
QT

A = QTA,

wobei Q ∈ Rn×n orthogonal und R ∈ Rn×m eine obere Rechtsdreiecksmatrix ist [22].

Folglich ist ein Pseudocode formuliert, der die QR-Zerlegung mit Householder
Transformation berechnet.
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Zweck : Berechnung der QR−Zer legung mit Householder
Transformation

Parameter : n∗m−Matrix A

f o r j :=1 to m do
begin
x:= A[ von j b i s n ] [ j ] ;
Bestimme Householder−Vektor v mit x ;
Berechne Householder−Matrix U mit v ;
Berechne A:= U∗A;

end

Ergebnis : A i s t e in e r e ch te obere Dre iecksmatr ix (R)

Die Laufzeit der QR-Zerlegung der Matrix A ∈ Rn×m mit Householder Transforma-
tion ist O (n3m+ n2m2).

Givens-Rotationen

Die Givens-Rotation ist benannt nach Wallace Givens. Sie ist in der linearen
Algebra eine Drehung in einer Ebene, die durch zwei Koordinaten-Achsen
aufgespannt wird [17]. Eine Givens-Rotation ist mit

U (i, j, ϕ) =



1
. . .

1
cosϕ sinϕ

1
. . .

1
− sinϕ cosϕ

1
. . .

1



← i

← j

(2.3.16)

bezeichnet[29]. Die Matrix U(i, j, ϕi,,j) beschreibt eine Drehung um den Winkel ϕi,j
in der (i, j)-Ebene. Eine geeignete U(i, j, ϕi,j) wird von links an eine Matrix
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A ∈ Rn×m multipliziert, so dass die Elemente unter der Diagonalen nacheinander zu
0 werden. Die Paare (i, j) von U(i, j, ϕ) sind also z.B.
(2, 1) , (3, 1) , · · · , (n, 1) , · · · , (n,m):

R = U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1)A

⇒A = (U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1))T︸ ︷︷ ︸
Q

R = QR.

(2.3.17)
Eine Givens-Rotation U(i, j, ϕi,j) wird so berechnet, dass (U(i, j, ϕi,j)A)i,j = 0:

sinϕ =
aij√

a2
jj + a2

ij

cosϕ =
ajj√

a2
jj + a2

ij

.
(2.3.18)

Es folgt der Pseudocode für die QR-Zerlegung mit Givens-Rotationen:

Zweck : Givens−Rotationen zur Berechnung der QR−Zer legung
Parameter : n∗m−Matrix A

f o r j :=1 to m do
begin

f o r i := j+1 to n
begin

Bestimme U( i , j ) , so dass (U( i , j )∗A) [ i , j ]=0;
Berechne A:=U( i , j )∗A;

end
end

Ergebnis : A i s t e in e r e ch te obere Dre iecksmatr ix

Normalerweise sind Matrix-Matrix-Produkte sehr aufwendig zu berechnen. Bei der
Betrachtung der Matrixprodukten von U(i, j, ϕi,j)Q und U(i, j, ϕi,j)A werden
folgende Optimierungsansätze deutlich. Da der Unterschied zwischen U(i, j, ϕi,j)
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und Einheitsmatrix nur vier Elementen sind, kann der Rechenaufwand der
Matrixprodukten U(i, j, ϕi,j)A durch eine spezielle Matrixmultiplikation von
O(n2m) auf O(m) reduziert werden. Damit wird der Rechenaufwand für die
Berechnung der Matrix R der QR-Zerlegung der Matrix A ∈ Rn×m mit der
Givens-Rotationen auf O(nm2) verringert.

Diskussion

Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren zur praktischen Berechnung
von Q und R einer QR-Zerlegung ist ungeeignet, da aufgrund von Rundungsfehlern
die Orthogonalität der Spalten von Q schnell verloren geht. Die QR-Zerlegungen
mit Hilfe von Householder Transformation und Givens-Rotationen sind sehr sta-
bil im Vergleich zum Gram-Schmidtsche Verfahren [32]. Der Zeilenaustausch (d. h.
Pivotisierung) ist ebenfalls nicht erforderlich [32]. Für das Algorithmus durch House-
holder Transformation ist O(m) Matrixmultiplikationen U ∗A durchzuführen, wobei
U ∈ Rn×n und A ∈ Rn×m. Der Rechenaufwand einer Matrixmultiplikation U ∗ A
ist O(n2m). Das Algorithmus zur Berechnung QR-Zerlegung hat eine Laufzeit von
insgesamt O(n3m). Trotzdem sind für das Algorithmus durch Givens-Rotationen
O(mn) Matrixmultiplikationen durchzuführen [32], wodurch die Laufzeit insgesamt
aber wenig ist, da die spezielle Matrixmultiplikation nur 2mWerte pro Matrixmulti-
plikationen berechnet. Insgesamt beträgt dann der Aufwand für eine QR-Zerlegung
einer vollbesetzten n ×m-Matrix A mit Hilfe von Givens-Rotationen O(nm2). Der
Aufwand ist allerdings erheblich niedriger, wenn die Matrix A wenige Spalten besitzt
[32].

2.3.2 Fazit

Im Abschnitt 2.3.1 werden drei Methoden zur QR-Zerlegung vorgestellt, wobei die
optimalste Methode die Givens-Rotation ist. Somit werden die kleinsten Quadrate
(Min ‖Ax− b‖2

2) mithilfe der QR-Zerlegung durch Givens-Rotationen bestimmt. Für
die Methode sind die folgenden drei Schritte durchzuführen:

1. Bestimme Matrix R der QR-Zerlegung für Matrix A ∈ Rn×m mithilfe der
Givens-Rotationen durch:

R = U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1)A.

die Laufzeit ist O(nm2)



18 KAPITEL 2. KLASSISCHE ALGORITHMEN FÜR REGRESSION

2. Berechne d = QT b =

[
d1

d2

]
durch:

d = QT b = U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1) b.

die Laufzeit ist O(nm)

3. Löse R1x = d1 durch Rückwärtseinsetzen, wobei R =

[
R1

0

]
und R1 ∈ Rm×m.

Die Laufzeit istO(m2).

2.4 Lösen der MKQ mithilfe der

Singulärwertzerlegung (SVD)

Jede n×m-Matrix A besitzt eine Singulärwertzerlegung (SVD)

A = UΣV T , (2.4.1)

wobei U eine n × n orthogonale Matrix, V eine m ×m orthogonale Matrix und Σ
eine n×m diagonale Matrix ist,

Σ =

[
ΣA

0

]
, n < m bzw. Σ =

[
ΣA 0

]
, n > m

und

ΣA =

 σ1

. . .
σk

 , k = min(n,m),

wobei die Diagonalelemente σ1, · · · , σk nicht negativ sind und sie in der Reihenfolge
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk > 0 geordnet werden [7]. Sie werden singuläre Werte von A
genannt. Wird hier nur n� m betrachtet, erfolgt

A = UΣV T

=



u1,1 · · · u1,m ∗ · · · ∗
...

. . .
...

...
. . .

...
um,1 · · · um,m ∗ · · · ∗
um+1,1 · · · um−1,m ∗ · · · ∗

...
. . .

...
...

. . .
...

un,1 · · · un,m ∗ · · · ∗





σ1 0
. . .

0 σm
0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0


 v1,1 · · · vm,1

...
. . .

...
v1,m · · · vm,m

 .
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Es wird deutlich, dass beim Ausmultiplizieren die *-Werte mit den Nullen der Σ-
Matrix verrechnet werden. Dadurch werden die Matrizen der Singulärwertzerlegung
reduziert, indem die *-Werte in der Matrix A und die Nullen in der Matrix Σ entfernt
werden. Als Ergebnis folgt die Singulärwertzerlegung

A = UAΣAV
T
A

=

 u1,1 · · · u1,m
...

. . .
...

un,1 · · · un,m


 σ1

. . .
σm


 v1,1 · · · vm,1

...
. . .

...
v1,m · · · vm,m

 .
Das entfernte Teil der Matrix U wird als U⊥A bezeichnet. Schlieÿlich wird für jede
Matrix Q ∈ Rn×l, deren Spaltenvektoren paarweise orthonormal zueinander sind,
Q⊥ ∈ Rn×n−l als eine Matrix, deren Spaltenraum senkrecht zum Spaltenraum der
Matrix Q ist, bezeichnet.

2.4.1 Bestimmung der Singulärwertzerlegung

A = UAΣAV
T
A ist eine Singulärwertzerlegung von A ∈ Rn×m. Wegen

ATA = (VAΣT
AU

T
A )(UAΣAV

T
A ) = VAΣT

AΣAV
T
A (2.4.2)

ist der Übergang von ΣT
AΣA zu ATA eine Ähnlichkeitstransformation, da VA ∈ Rm×m

orthogonale ist (d.h. V T
A = V −1

A ) [40]. Die Singulärwerte der Matrix A werden be-
stimmt, indem die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten von ATA berechnet werden.
Danach können die Singulärwertzerlegung A = UAΣAV

T
A durch folgende Schritte be-

stimmt werden [10]:

1. BerechneB = ATA und B ∈ Rm×m.

2. Berechne die Eigenwerte von B, die kein negatives Vorzeichen aufweisen und in
der Reihenfolge λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm > 0 geordnet werden. So wird die Matrix
ΣA mit σi =

√
λi bestimmt.

3. Bilde die Spalten der Orthonormalbasis V (1)
A , ..., V

(m)
A : Wenn V (i)

A der Eigenvek-

tor für Eigenwert λi ist, dann ist VA =
(
V

(1)
A , V

(2)
A · · ·V

(m)
A

)
eine orthogonale

Matrix (V T
A = V −1

A ).

4. Berechne die orthogonale Matrix UA =
(
U

(1)
A , U

(2)
A , · · · , U (m)

A

)
mit den Spal-

tenvektoren U (i)
A = 1

σi
AV

(i)
A .
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2.4.2 Bestimmung der Eigenwerte mit dem QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus dient zur Bestimmung aller Eigenwerte einer Matrix B ∈ Rm×m

und wurde von Francis [8, 9] und Kublanovskaya [14] unabhängig voneinander im
Jahr 1961 eingeführt [42]. Er ist gegeben durch

Algorithmus 2.1 Der QR-Algorithmus dient zur Bestimmung aller Eigenwerte einer
Matrix B ∈ Rm×m [42].
while (B ist nicht konvergent)
{

Zerlege B=QR;
B=RQ;

}

Der Übergang der Schritte i zu Schritte i+ 1 ist eine Ähnlichkeitstransformation
[42]:

Bi+1 = RiQi

= QT
i Qi︸ ︷︷ ︸
=I

RiQi

= QT
i QiRi︸ ︷︷ ︸

Bi

Qi = QT
i BiQi.

(2.4.3)

Somit besitzen die Matrizen (B,B1, · · · , Bi, · · · ) dieselben Eigenwerte. Die Konver-
genz des QR-Algorithmus wird beschrieben durch

lim
i→∞

b
(i)
jk = 0 für j > k

lim
i→∞

b
(i)
kk = λk,

(2.4.4)

wobei λk, k = 1, · · · ,m die Eigenwerte von B ∈ Rm×m sind[42].

2.4.3 Bestimmung der MKQ

Das Problem der Methode der kleinsten Quadrate kann auch mit der Singulärwert-
zerlegung A = UΣV T direkt gelöst werden [7]. Der Residuenvektor r = Ax− b darf
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mit UT multipliziert werden, ohne dabei die Länge zu verändern, d. h. [7]:

‖r‖2
2 =

∥∥∥∥∥∥UTU︸ ︷︷ ︸
=I

ΣV Tx︸︷︷︸
y

−UT b

∥∥∥∥∥∥
2

2

=
∥∥Σy − UT b

∥∥2

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


σ1

. . .
σm

0

 y −
[
dI
dII

]∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

 σ1

. . .
σm


︸ ︷︷ ︸

ΣA

y − dI

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

+

∥∥∥∥ 0
dII

∥∥∥∥2

2

,

(2.4.5)

mit d = UT b =

[
dI
dII

]
, dI = (UA)T b und dII =

(
U⊥A
)T
b . Schlieÿlich wird ‖r‖2

2

genau dann minimiert, wenn ΣAy − dI = 0, wobei y wird bestimmt durch:

yi =
dI,i
σi
, i = 1, · · · ,m. (2.4.6)

Es gilt:
x = V y. (2.4.7)

Dies liefert die Lösung der Methode der kleinsten Quadrate. Folglich wird der opti-
male Wert der kleinsten Quadrate berechnet:

Z = min
x∈Rn
‖Ax− b‖2

=

∥∥∥∥[ 0
dII

]∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥U [ 0
dII

]∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥U [ 0
dII

]∥∥∥∥
2

= UA · 0 + U⊥A dII

= U⊥A
(
U⊥A
)T
b︸ ︷︷ ︸

=b⊥

.
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2.4.4 Diskussion

Um die Singulärwerte zu bestimmen, müssen die Eigenwerte der Matrix ATA berech-
nen werden. Die Berechnung der Eigenwerte der Matrix ATA hat unter Numerikern
einen schlechten Ruf, da:

1. die Kondition des linearen Gleichungssystems sich durch die Berechnung ATA
verschlechtert,

2. die numerische Lösung des symmetrischen Eigenwertproblems zu ATA sehr
aufwändig und instabil ist, weil viele Matrix-Matrix-Produkte benötigt werden
(siehe Algorithmus 2.1) [40].

2.5 Lösen der MKQ durch Pseudoinverse

Wenn y = Bx bijektiv ist, ist die Matrix B ∈ Rn×n regulär [31]. Die Inverse
B−1 ∈ Rn×n ist durch Umkehrabbildung: x = B−1y de�niert [31]. Wenn die Ma-
trix A ∈ Rn×m für Ax = b nicht regulär (z. B. rechteckig) ist, lässt sich die Inversion
der Matrix A zur Beschreibung der inversen Funktion b = A−1x nicht durchführen,
da die inverse Matrix A−1 nicht existiert [23]. Durch einige Umformungen mit Hilfe
der linearen Algebra kann man auch die Lösung von Ax = b ebenfalls in der Form
x = A+b darstellen, wobei die Matrix A+ Pseudoinverse auch Moore-Penrose-Inverse
der Matrix A genannt wird. Sie ist eine Verallgemeinerung der inversen Matrix auf
singuläre und nicht quadratische Matrizen, weshalb sie häu�g auch als verallgemei-
nerte Inverse bezeichnet wird [38]. Das Produktes ATA der Rechteckmatrix A ist
quadratisch, damit ist dieses invertierbar, wenn dieses einen vollen Rang aufweist
[23]. Dann kann die Gleichung Ax = b mit der Transponierten AT multiplizieret
werden[23]:

ATAx = AT b . (2.5.1)

Um die gesuchte Lösung x zu isolieren, muss die Gleichung 2.5.1 mit der Inversen
von ATA multiplizieret werden [23]:

x =
(
ATA

)−1
AT︸ ︷︷ ︸

A+

b = A+b. (2.5.2)

Die Gleichung 2.5.1 ist genau die notwendige Bedingung zur Methode der kleinsten
Quadrate (siehe Abschnitt 2.2). Die Lösung der Methode der kleinsten Quadrate
lässt sich dann mit der Pseudoinverse als x = A+b berechnen. Die Pseudoinverse
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einer Matrix A ∈ Rn×m ist die eindeutig bestimmte Matrix A+ ∈ Rm×n, welche die
folgenden Eigenschaften erfüllt [16, 38]:

AA+A = A

A+AA+ = A+

AA+ = (AA+)T

A+A = (A+A)T

(2.5.3)

2.5.1 Berechnung der Pseudoinverse durch Rang

Dekomposition

Wenn die Matrix A ∈ Rn×m den Rang k hat, kann A in das Produkt A = BC zerlegt
werden, wobei die Matrix B ∈ Rn×k und die Matrix C ∈ Rk×m [38]ist. Dann wird
die Pseudoinverse A+ der Matrix A berechnet durch [38]:

A+ = CT
(
CCT

)−1 (
BTB

)
BT . (2.5.4)

Wenn A den vollen Spaltenrang (d.h. k = m) hat, kann für C die Einheitsmatrix
gewählt werden und die obige Formel reduziert sich zu [38]

A+ =
(
ATA

)−1
AT . (2.5.5)

In ähnlicher Weise hat A den vollen Zeilenrang (d.h. k = n). Es gilt die Gleichung
[38]

A+ = AT
(
AAT

)−1
. (2.5.6)

Das Verfahren ist numerisch instabil, da das Produkt ATA oder AAT benötigt wird.
Die Kondition des linearen Gleichungssystems wird durch die Berechnung des Pro-
dukts quadriert [38].

2.5.2 Berechnung der Pseudoinverse durch QR-Methode

Die Berechnung des Produkts ATA oder AAT und ihrer Inversen ist oft ein Grund von
numerischen Rundungsfehlern und Rechenaufwand in der Praxis [37]. Ein anderer
Ansatz mit der QR-Zerlegung von A kann wie folgt alternativ verwendet werden[37]:

Wenn die Matrix A ∈ Rn×m (n ≥ m) vollen Spaltenrang aufweist, kann A in das
Produkt A = QR zerlegt werden, wobei Q ∈ Rn×n orthogonal und R ∈ Rn×m eine
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obere Rechtsdreiecksmatrix ist. Durch einfache Rechenumformung erhält man [39]:

A+ = (QR)+

⇒A+ = R−1QT

⇒RA+ = QT .

(2.5.7)

Um die Pseudoinverse der Matrix A ∈ Rn×m mithilfe der QR-Zerlegung zu bestim-
men, sind folgende drei Schritte durchzuführen:

1. Bestimme die Matrix R und Q der QR-Zerlegung für die Matrix A ∈ Rn×m ;
Laufzeit: O(nm2 + n2m);

2. Berechne QT ; Laufzeit: O(n2);

3. Löse RA+ = QT durch Rückwärtseinsetzen: O(nm2).

Insgesamt ist die Laufzeit der Pseudoinverse durch QR-Zerlegung O(nm2 + n2m).

2.5.3 Berechnung der Pseudoinverse durch

Singulärwertzerlegung

Wenn A = UΣV T eine Singulärwertzerlegung von A ∈ Rn×m ist (siehe Abschnitt
2.4), ist die Pseudoinverse A+ gegeben durch [38]:

A+ = (UΣV T )+ = V Σ+UT , (2.5.8)

wobei

(Σ)+
ij =

{
1
σi,

falls i = j und σi 6= 0

0 sonst.
(2.5.9)

2.5.4 Berechnung der Pseudoinverse durch Verfahren von

Greville

Der Mathematiker T. N. E. Greville hatte im Jahr 1960 einen Algorithmus, der
Pseudoinverse spaltenweise berechnen kann, [11], der dabei mit Hilfe einer itera-
tiven Prozedur die Pseudoinverse A+von A ∈ Rn×m nach endlich vielen Schrit-
ten berechnet wird [26], vorgestellt. Die Matrix A ∈ Rn×m kann in den Spalten(
A(1), A(2), · · · , A(m)

)
dargestellt werden [26]. Ak =

(
A(1), A(2), · · · , A(k)

)
bezeich-

net dann die Matrix, die aus den ersten k Spalten von A besteht [26]. Es gilt
Ak = (Ak−1, A

(k)) [26]. Der Algorithmus ist gegeben durch [26]
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1. k = 1:

A+
1 =

(
A(1)

)+
=


(A(1))

T

(A(1))
T
A(1)

falls A(1) 6= 0

0T falls A(1) = 0

2. j = k ≥ 2:
dTj =

(
A(j)

)T
(A+

j−1)TA+
j−1

cj = (I − Aj−1A
+
j−1)A(j)

bTj = c+
j +

1− c+
j cj

1 + dTj A
(j)
dTj

A+
j =

(
Aj−1, A

(j)
)+

=

(
A+
j−1(I − A(j)bTj )

bTj

)
.

Die Laufzeit des Verfahrens von Greville istO (m · (nm+ n2m+ n+ n2m)) = O(n2m2).

2.5.5 Diskussion

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die QR-Methode zur Bestimmung der Pseu-
doinverse schnell und stabil verläuft. Die Lösung der Methode der kleinsten Quadrate
mit Hilfe der Pseudoinverse ist nach den folgenden zwei Schritten durchzuführen:

1. Berechne A+ durch QR-Methode ; Laufzeit: O(nm2 + n2m);

2. Berechne xopt = A+b ; Laufzeit: O(nm).

2.6 Verallgemeinerung der MKQ

In diesem Abschnitt wird die Verallgemeinerung der Methode der kleinsten Quadrate
dargestellt. Die Gleichung zur Verallgemeinerung der MKQ lautet 2.6.1

Z = min
X∈Rn×m′

‖AX −B‖ , (2.6.1)

wobei A ∈ Rn×m, B ∈ Rn×m′ und ‖.‖ Frobeniusnorm ist. Die Gleichung2.6.1 kann
auch durch die oben genannten Methoden gelöst werden. Z. B. durch die Pseudoin-
verse wird das Problem gelöst mit

Xopt = A+B.
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Wie bereits erwähnt, ist die QR-Zerlegung mit Hilfe der Givens-Rotationen die
beste Methode für MKQ. Um die Lösung der Gleichung2.6.1 schnell zu berechnen,
wird der folgende Algorithmus verwendet:

Algorithmus 2.2

Input: A ∈ Rn×m, B ∈ Rn×m′ und m′ ≥ 1;
Output: Xopt ∈ Rm×m′ ;

1. Bestimme Matrix R der QR-Zerlegung für Matrix A ∈ Rn×m Mithilfe der
Givens-Rotationen durch:

R = U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1)A.

2. Berechne D = QTB durch:

D = QT b = U (n, n− 1, ϕn,n−1) · · ·U (n, 1, ϕn,1) · · ·U (3, 1, ϕ3,1)U (2, 1, ϕ2,1)B.

3. Löse RXopt = B durch Rückwärtseinsetzen.

4. Return Xopt;

Nachfolgend wird eine Pseudocode formuliert, um die Lösung durch die Methode der
kleinsten Quadrate zu berechnen:
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Zweck : Berechnen d i e Lösung der MKQ
Parameter : n∗m−Matrix A und n∗m'−Matrix B

f o r j :=1 to m do
begin

f o r i := j+1 to n
begin

Bestimme U( i , j ) , so dass (U( i , j )∗A) [ i , j ]=0;
Berechne A:=U( i , j )∗A;
Berechne B:=U( i , j )∗B;

end
end
Bestimme X durch Rückewätse insetzen ;

Ergebnis : X

Die Laufzeit der Berechnung durch die Methode der kleinsten Quadrate mit Hilfe
der QR-Zerlegung ist insgesamt O(nm2 − nmm′ + m′m2). Für n ≥ m ≥ m′ ist die
Laufzeit O(nm2).





Kapitel 3

Datenstromalgorithmen für

Regression

Im Kapitel 2 werden einige klassische Algorithmen für Regression vorgestellt. Diese
Algorithmen können aber nicht direkt für Datenströme angewendet werden. In der
Regel sind die Datenströme bei z.B. Messungen sehr lang und können nicht voll-
ständig gespeichert werden. Für solche Probleme werden Datenstrom-Algorithmen
benötigt. In diesem Kapitel werden einige Datenstrom-Algorithmen für Regression
vorgestellt.

3.1 Time Series Modell für die Methode der

kleinsten Quadrate

Die verschiedenen Modelle der Datenströme unterscheiden sich durch ihre Aktualisie-
rung (siehe Abschnitt 1.2). In diesem Abschnitt werden zwei Datenstromalgorithmen
für Regression im Time Series Modell erklärt. Die Daten werden hierbei immer in
der Reihenfolge des Indexes empfangen.

3.1.1 Das Algorithmus von Zhou

Q. Zhou hatte im Jahr 2008 [43] einen Datenstromalgorithmus für Regression, der auf
Gauss'sche Normalgleichung basiert, entwickelt. Die Normalgleichung ist die notwen-
dige Bedingung der Methode der kleinsten Quadrate. Für ein lineares Gleichungs-
system Ax = b, wobei A ∈ Rn×m und b ∈ Rn, wird die Normalgleichung berechnet

29
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durch:
ATAx = AT b. (3.1.1)

Es wird deutlich, dass die Gröÿe der Matrix M = ATA ∈ Rm×m und des Spaltenvek-
tors d = AT b nicht von n (Anzahl der Matrixzeilen) abhängig ist. Diese Eigenschaft
wird im Folgenden für Datenstromalgorithmus verwendet.

Die Eingabe besteht aus einem Strom von Daten

A(1), A(2), · · · , A(i) · · ·
und
b(1), b(2), · · · b(i), · · ·

wobei A(i) den i-ten Zeilenvektor von Matrix A ist und b(i) des i-te Element des
Spaltenvektors b ist. Sie werden nacheinander als Eingabewerte gelesen. Nach der
i-te Eingabe (A(i) und b(i)) erhält man Ai ∈ Ri×m und bi ∈ Ri. Die Matrix Mi und
der Spaltenvektor di werden berechnet durch

Mi = ATi Ai
und
di = ATi bi

(3.1.2)

Für die (i+ 1)-te Eingabe wird die Matrix Mi+1 berechnet durch [43]

Mi+1 = ATi+1Ai+1

=

[
Ai

A(i+1)

]T [
Ai

A(i+1)

]
= ATi Ai + AT(i+1)A(i+1)

= Mi + AT(i+1)A(i+1).

(3.1.3)

Nach der gleichen Rechenweise wird der Vektor di+1 = ATi+1bi+1 berechnet durch:

di+1 = ATi+1bi+1

=

[
Ai

A(i+1)

]T [
bi

b(i+1)

]
= ATi bi + AT(i+1)b(i+1)

= di + AT(i+1)b(i+1).

(3.1.4)

Hierbei werden sehr groÿe Mengen von Daten unter Verwendung von sehr wenig
Speicherplatz verarbeitet, weil n sehr sehr (<�<) groÿ ist. Durch n Schritte werden die
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Matrix M = Mn und der Vektor d = dn der Normalgleichung berechnet. Schlieÿlich
wird nach den klassischen Algorithmus der Regression die Lösung xopt des linearen
Gleichungssystems Mx = d ermittelt:

xopt = M+d, (3.1.5)

wobei die MatrixM+ Pseudoinverse der MatrixM ist. Da die MatrixM symmetrisch
und positiv de�nit ist, stehen die Verfahren der Cholesky-Zerlegung zur Verfügung
(siehe Abschnitt 2.2).

Für diesen Algorithmus wird O(m2) Speicherplatz benötigt. Auÿerdem ist die
Laufzeit in einem Schritt O(m2). Zu beachten ist, dass ein Zeilenvektor (m Matri-
xelemente) pro Schritt aktualisiert wird. Die Aktualisierungszeit pro Matrixelement
ist O(m). Der Pseudocode des Algorithmus sieht wie folgt aus:

Zweck : Berechnen d i e Lösung durch den Algorithmus von Zhou

I n i t i a l i s i e r e Matrix M := 0 ;
I n i t i a l i s i e r e Vektor d := 0 ;

repeat
Ai := l e s e nächsten Ze i l envek to r von Matrix A;
b i := l e s e nächste s Element des Vektors b ;
Berechne AiT := Transponieren des Vektors Ai ;
Berechne M := M + AiT ∗ Ai ;
Berechne d := d + Ait ∗ b ;

u n t i l DatenStrom beendet ;

Bestimme X durch Cholesky−Zer legung ;

Ergebnis : X

Beim Algorithmus tritt das Problem der relativen Fehler auf, weil hier die Normal-
gleichung verwendet wird (siehe Abschnitt 2.2.1). Die Kondition des linearen Glei-
chungssystems verschlechtert sich durch die Berechnung ATA. Die Diagonalelemente
der Matrix AT(i)A(i) sind quadratische Zahlen. Somit ist z.B. das k-te Diagonalelement
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M
(k)
(k) der Matrix M :

M
(k)
(k) =

n∑
i=1

(
A

(k)
(i)

)2

. (3.1.6)

Da n sehr groÿ ist, tritt das Risiko auf, dass die Diagonalelemente der Matrix M
überlaufen werden könnten.

3.1.2 QR-Datenstromalgorithmus

Die Methode der kleinsten Quadrate von Datenströmen kann direkt, ohne die Nor-
malgleichung zu lösen, behandelt werden. Dafür kann die QR-Zerlegung verwendet
werden. Es ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A ∈ Rn×m und b ∈ Rn

und die Eingabedaten

A(1), A(2), · · · , A(i) · · ·
und
b(1), b(2), · · · b(i), · · ·

nach einem bestimmten Reihenfolge gelesen werden. Nach deri-te Eingabe erhaltet
man Ai ∈ Ri×m und bi ∈ Ri. Nun ist es möglich, die Matrix Ai als Produkt von zwei
Matrizen Qi und Ri zu zerlegen, wobei Qi ∈ Ri×i orthogonal und Ri ∈ Ri×m eine
obere Rechtsdreiecksmatrix ist [29].

Ri =



∗ · · · ∗
. . .

...
0 ∗
0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


=

[
Ri1

0

]
, Ri1 ∈ Rm×m

Es erhebt sich nun die Frage, ob man den 0-Anteil der Matrix Ri löschen darf, um
den Speicherverbrauch zu reduzieren. Um die Frage zu beantworten, wird die Theorie
der MKQ mit der QR-Zerlegung nochmal analysiert.

Die Grundidee der MKQ mit der QR-Zerlegung ist, dass der Residuenvektor
ri = Aix − bi mit QT

i multipliziert werden darf, ohne die Länge zu verändern, d. h.
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[7]:
‖ri‖2 =

∥∥QT
i (Aix− bi)

∥∥2

=
∥∥Rix−QT

i bi
∥∥2

=

∥∥∥∥[ Ri1

0

]
x−

[
di1
di2

]∥∥∥∥2

= ‖Ri1x− di1‖2 + ‖di2‖2 ,

(3.1.7)

mit di = QT
i bi =

[
di1
di2

]
. Man erhält (siehe Abschnitt 2.3):

Ri1x = di1 ⇔ Aix = bi.

Es werden nur Ri1 und di1 gespeichert. Nach dem Einlesen von A(i+1) und b(i+1) wird
überprüft, ob nur mit Ri1 und di1 weiter gerechnet werden kann.

Die Länge des Residuenvektores ri+1 = Ai+1x− bi+1 wird berechnet durch:

‖ri+1‖2 =

∥∥∥∥∥
[

1 0
0 Qi

]T
(Ai+1x− bi+1)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥[ 1 0
0 QT

i

]([
A(i+1)

Ai

]
x−

[
b(i+1)

bi

])∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥[ A(i+1)

QT
i Ai

]
x−

[
b(i+1)

QT
i bi

]∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥∥
 A(i+1)

Ri1

0

x−
 b(i+1)

di1
di2

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥[ A(i+1)

Ri1

]
x−

[
b(i+1)

di1

]∥∥∥∥2

+ ‖di2‖2 .

(3.1.8)

Also wird ‖ri+1‖2 genau dann minimiert, wenn∥∥∥∥[ A(i+1)

Ri1

]
x−

[
b(i+1)

di1

]∥∥∥∥2

minimiert wird. Das Gleichungssystem Ai+1x = bi+1 wird in[
A(i+1)

Ri1

]
x =

[
b(i+1)

di1

]
(3.1.9)
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umgewandelt, wobei

[
A(i+1)

Ri1

]
=



A
(1)
(i+1) A

(2)
(i+1) · · · · · · A

(m)
(i+1)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
... 0 ∗ ∗ ∗
... 0 0 ∗ ∗
0 · · · · · · 0 ∗


︸ ︷︷ ︸

∈R(m+1)×m

. (3.1.10)

Es wird deutlich, dass nun m Einträge, die ungleich 0 sind, unterhalb der Hauptdia-

gonale der Matrix

[
A(i+1)

Ri1

]
liegen. Durch die Givens-Rotationen wird die Matrix[

A(i+1)

Ri1

]
nach der Zeit O(m2) in eine obere Rechtsdreiecksmatrix umgerechnet (sie-

he Abschnitt 2.3.1).

Der Pseudocode des Algorithmus ist im folgenden Fenster dargestellt:
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Zweck : Berechnen der Lösung durch den
QR−Datenstromalgorithmus

I n i t i a l i s i e r e (m+1)∗m Matrix A := 0 ;
I n i t i a l i s i e r e m+1 Elementen Vektor b := 0 ;

repeat
Ai := l e s e nächste Ze i l envek to r von Matrix A;
b i := l e s e nächste Element des Vektors b ;
Versch iebe Elemente der Matrix A nach unten um 1 Z e i l e ;
Versch iebe Elemente des Vektors b nach unten um 1 Z e i l e ;
A := A + (Ai a l s e r s t e Z e i l e ) ;
b := b + ( bi a l s e r s t e Element ) ;
f o r j :=1 to m
begin

Bestimme U( j +1, j ) , so dass (U( j +1, j )∗A) [ j +1, j ]=0;
Berechne A:=U( j +1, j )∗A;
Berechne b:=U( j +1, j )∗b ;

end
un t i l DatenStrom beendet ;

Bestimme x durch Rückewätse insetzen ;

Ergebnis : x

Der obige Pseudocode zeigt, dass für den Algorithmus nur O(m2) Speicherplatz be-
nötigt wird. Wenn eine Zeile der Matrix A gelesen wird, werden maximal m Givens-
Rotationen benötigt, um die Elemente unterhalb der Hauptdiagonale zu 0 umzu-
rechnen. Der Berechnungsaufwand einer Givens-Rotation ist O(m). Insgesamt ist
die Aktualisierungszeit O(m2) pro Zeile und O(m) pro Element.

3.2 Turnstile Modell für Methode der kleinsten

Quadrate

Während die Datenströme beim Time Series Modell in der Reihenfolge des Indexes
verarbeitet werden müssen, spielt ihre Reihenfolge beim Turnstile Modell keine Rolle.
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In diesem Abschnitt wird ein Datenstrom-Algorithmus mit dem Turnstile Modell
vorgestellt. Der Algorithmus wurde von K. L. Clarkson und D. P. Woodru� in der
Literatur [6] verö�entlicht.

3.2.1 Clarkson-Woodru� Algorithmus

Der Algorithmus von K. L. Clarkson und D. P. Woodru� berechnet das gleiche
Datenstrom-Problem für ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A ∈ Rn×m

und b ∈ Rn ist. Die Eingabedaten

A(1), A(2), · · · , A(i) · · ·
und
b(1), b(2), · · · b(i), · · ·

können nicht nacheinander gelesen werden. Die Matrix A und der Vektor b werden
durch das Turnstile Modell aktualisiert. Wenn ein Tupel (i, j, v, A) eintri�t, wird das
Element A(j)

(i) aktualisiert durch:

A
(j)
(i) ← A

(j)
(i) + v. (3.2.1)

Die Elemente des Vektors b werden ähnlich aktualisiert. D. h. dass das Element bi
aktualisiert wird durch:

bi ← bi + v, (3.2.2)

wenn ein Tupel (i, v, b) eintri�t.

Formulierung

Um die Datenströme mit dem eingeschränkten Speicher zu verarbeiten, formulieren
Clarkson und Woodru� das lineare Gleichungssystem Ax = b in STAx = ST b um,
wobei die Matrix S eine randomisierte n× d Sign-Matrix ist:

S ∈ Rn×d mit si,j =

{
+1 mit Wahrscheinlichkeit 1

2

−1 mit Wahrscheinlichkeit 1
2
.

(3.2.3)

Durch die Umformulierung erhalten man eine Matrix A′ = STA ∈ Rd×m und einen
Spaltenvektor b′ = ST b ∈ Rd. Es wird deutlich, dass die Gröÿe der Matrix A′ und
des Spaltenvektors b′ nicht von n abhängig sind.
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Aktualisierung und Berechnung

Für die Aktualisierung werden zwei Fragen aufgestellt:

1. Wie kann man die Matrix A′ und den Vektor b′ berechnen, ohne die Matrix A
und den Vektor b zu speichern?

2. Wie kann man die Sign-Matrix S berechnen?

Die Matrix S ∈ Rn×d ist sehr groÿ und kann nicht gespeichert werden. Prof. C. Sohler
schlägt vor, dass eine Hashfunktion

h(x) : {1, · · · , n} × {1, · · · , d} → {−1,+1} (3.2.4)

als Sign-Matrix S verwendet werden soll. Wenn ein Tupel ai,j ← (i, j, v, A) gelesen
wird, wird die Matrix A′ direkt aktualisiert durch:
∗ ∗ si,1 ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ si,d ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

ST∈Rd×n

·


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ aij ← aij + v ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

A∈Rn×m

← i =


∗ ∗ a′1,j ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ a′d,j ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

A′∈Rd×m

(3.2.5)
wobei

a′l,j = a′l,j + si,l · v für all l = {1, · · · , d}. (3.2.6)

Die Elemente des Vektors b′ werden ähnlich aktualisiert, wenn ein Tupel bi ← (i, v, b)
gelesen wird: 

∗ ∗ si,1 ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ . ∗ ∗
∗ ∗ si,d ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

ST∈Rd×n

·


∗
∗

bi ← bi + v
∗
∗


︸ ︷︷ ︸

b∈Rn

← i =


b′1
.
.
.
b′d


︸ ︷︷ ︸
b′∈Rd

(3.2.7)

wobei
b′l = b′l + si,l · v für all l = {1, · · · , d}. (3.2.8)

Die obige Aktualisierung zeigt, dass die Aktualisierungszeit für ein Tupel O(d) nur
von d abhängig ist.
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Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus

Beim Ende des Datenstroms werden die Matrix A′ und der Vektor b′ vollständig
berechnet. Danach kann mit dem klassischen Algorithmus der Regression die Lösung
x∗opt des linearen Gleichungssystems

STA︸︷︷︸
A′

x = ST b︸︷︷︸
b′

(3.2.9)

ermittelt werden:

x∗opt = (A′)+d′. (3.2.10)

Die letzte o�ene Frage des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist, wie groÿ die Abwei-
chung zwischen rmin = ‖Axopt − b‖ und r∗min =

∥∥Ax∗opt − b∥∥ ist, wobei xopt die Lösung
des originalen linearen Gleichungssystems Ax = b.

Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung A = UΣV = UAΣAV
T
A erhält man die mini-

male Länge des Residuenvektors rmin:

rmin = min
x∈Rn
‖Ax− b‖ =

∥∥∥U⊥A (U⊥A )T b∥∥∥ = b⊥,

wobei UA ∈ Rk, U⊥A ∈ Rn−k und k der Rang der Matrix A ist (siehe Abschnitt 2.4.3).
Führt man nun eine kleine Gleichungsumformung von

∥∥Ax∗opt − b∥∥2
durch, erhält

man [6]:

‖r∗min‖
2 =

∥∥Ax∗opt − b∥∥2

=
∥∥b− Axopt + Axopt − Ax∗opt

∥∥2

=

∥∥∥∥∥∥∥(b− Axopt)︸ ︷︷ ︸
=b⊥=rmin

+A(xopt − x∗opt)

∥∥∥∥∥∥∥
2 (3.2.11)

Da b⊥ senkrecht zu A(xopt− x∗opt) ist, könnte hier das Theorem 1.5 (Satz des Pytha-
goras) in der Literatur [6] verwendet werden. So erhält man:

‖r∗min‖
2 = ‖rmin‖

2
+
∥∥A(xopt − x∗opt)

∥∥2
. (3.2.12)
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a. Umschreibung der MKQ [3]

min
x∈Rm

∥∥ST b− STAx∥∥2
= min

y∈Rm

∥∥∥∥∥∥ST (Axopt + b⊥
)︸ ︷︷ ︸

=b

−STA (xopt + y)︸ ︷︷ ︸
=x

∥∥∥∥∥∥
2

= min
y∈Rm

∥∥ST b⊥ − STAy∥∥2

= min
y∈Rm

∥∥∥∥∥∥ST b⊥ − STUA ΣAV
T
A y︸ ︷︷ ︸

=z

∥∥∥∥∥∥
2

= min
z∈Rm

∥∥ST b⊥ − STUAz∥∥2
(3.2.13)

=
∥∥ST b⊥ − STUAzopt∥∥2

.

b. weitere Umschreibung der MKQ [3]

min
x∈Rm

∥∥ST b− STAx∥∥2
=
∥∥ST b− STAx∗opt∥∥2

=
∥∥ST (Ax∗opt + b⊥

)
− STA

(
xopt + x∗opt − xopt

)∥∥2

=
∥∥ST b⊥ − STA (x∗opt − xopt)∥∥2

.

(3.2.14)

Beim Vergleich der Gleichungen 3.2.13 und 3.2.14 stellt man fest, dass

UAzopt = A
(
x∗opt − xopt

)
(3.2.15)

ist. Die Gleichung 3.2.13 wird in der Gauss'sche Normalgleichung umschreiben (siehe
Abschnitt 2.2.1) [3] (

STUA
)T (

STUA
)
zopt =

(
STUA

)T
ST b⊥

⇒ UT
ASS

TUAzopt = UT
ASS

T b⊥.
(3.2.16)

Mit Hilfe der Ungleichung ‖C +D‖ ≤ ‖C‖+ ‖D‖ kann ‖zopt‖ berechnet werden:

‖zopt‖ =

∥∥∥∥UT
ASS

TUAzopt
d

− zopt −
UT
ASS

TUAzopt
d

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥UT

ASS
TUAzopt
d

− zopt
∥∥∥∥+

∥∥∥∥UT
ASS

TUAzopt
d

∥∥∥∥ . (3.2.17)
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Mit der Ungleichung ‖CD‖ ≤ ‖C‖2 ‖D‖ und der Gleichung 3.2.16 kann ‖zopt‖ weiter
berechnet werden [6]:

‖zopt‖ ≤
∥∥∥∥UT

ASS
TUA

d
− I
∥∥∥∥

2

‖zopt‖+

∥∥∥∥UT
ASS

T b⊥

d

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥UT
ASS

TUA
d

− I
∥∥∥∥

2

‖zopt‖+

∥∥∥∥∥∥∥∥
UT
ASS

T b⊥

d
− UT

A

=b⊥︷ ︸︸ ︷
U⊥A
(
U⊥A
)T
b︸ ︷︷ ︸

=0

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥UT
ASS

TUA
d

− I
∥∥∥∥

2

‖zopt‖+

∥∥∥∥UT
ASS

T b⊥

d
− UT

A b
⊥
∥∥∥∥ ,

(3.2.18)

da U⊥A senkrecht zu UA ist. Mit dem Theorem 2.2 und dem Theorem 3.4 in der
Literatur [6] und dem entsprechenden d

d = O (2klog (1/δ) /ε)

= O(log (1/δ) /
(√

ε/2k
)2

)

= O(log (1/δ) /ε20)

(3.2.19)

erfüllt die Ungleichung

‖zopt‖ ≤
ε

2
‖zopt‖+ ε0 ‖UA‖ ·

∥∥b⊥∥∥
=
ε

2
‖zopt‖+

√
ε/2k ‖UA‖︸ ︷︷ ︸

=
√
k

·
∥∥b⊥∥∥︸ ︷︷ ︸
=rmin

⇒ (1− ε

2
) ‖zopt‖ ≤

√
ε/2rmin

⇒ ‖zopt‖ ≤
√
ε/2

1− ε/2
rmin

=

√
2ε

2− ε
rmin

≤
√

2εrmin

(3.2.20)

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1− δ, wobei ε ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) und k
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den Rang der Matrix A ∈ Rn×m ist. Aus 3.2.12, 3.2.15 und 3.2.20 folgt:

‖r∗min‖
2 = ‖rmin‖2 +

∥∥A(xopt − x∗opt)
∥∥2︸ ︷︷ ︸

=‖UAzopt‖

= ‖rmin‖2 + ‖Zopt‖2

≤ ‖rmin‖2 + 2ε ‖rmin‖2

≤ (1 + 2ε) ‖rmin‖2 .

(3.2.21)

Mit Hilfe der Ungleichung
√

1 + 2ε ≤ 1 + ε erhält man schlieÿlich:

‖r∗min‖ ≤
√

1 + 2ε ‖rmin‖
≤ (1 + ε) ‖rmin‖ .

(3.2.22)

Die Ungleichung 3.2.22 ist mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1− δ erfüllt.

3.2.2 Hashfunktion

Für Clarkson-Woodru� Algorithmus wird eine zusätzliche Sign-Matrix S ∈ Rn×d

benötigt, wobei d = O (klog (1/δ) /ε), ε ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) und k den Rang der
Matrix A ∈ Rn×m ist. Die Gröÿe der Sign-Matrix S hängt von n ab und ist daher
groÿ. Es mag sein, dass die Sign-Matrix S gröÿer als die Matrix A wird, wenn man ε
und δ entsprechend wählt. Wegen ihrer Gröÿe kann die Sign-Matrix kaum oder gar
nicht speichert werden. Eine Lösung zur Speicherung wäre, eine Hashfunktion

h(x) : {1, · · · , n} × {1, · · · , d} → {−1,+1} (3.2.23)

für die Sign-Matrix S zu verwenden. In diesem Abschnitt werden einige Hashfunk-
tionen für die Sing-Matrix S dargestellt.

Divisions-Rest-Methode

Mit der Divisions-Rest-Methode kann der Hashwert von Schlüssel k sehr schnell
berechnet werden, indem der Rest des k durch m ausgegeben wird [4]. Das heiÿt,
dass die Hashfunktion

hd (k) = k modm (3.2.24)

lautet. Die Hashfunktion 3.2.24 kann aber nicht direkt in dem Clarkson-Woodru�
Algorithmus verwendet werden, weil in der Sign-Matrix S nur die Werte −1 oder/und
+1 vorhanden sein dürfen. Um die Divisions-Rest-Methode in dem Clarkson-Woodru�
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Algorithmus zu verwenden, muss die Hashfunktion 3.2.24 weiter durch 2 dividiert
werden:

hd (k) = (k modm) mod 2. (3.2.25)

Der Rest der Hashfunktion 3.2.25 ist +1 oder 0. Wenn man den Rest der Hash-
funktion 3.2.25 0 in −1 umrechnet, erhält man eine Hashfunktion, genau wie die
in Abbildung 3.2.23 zu sehen. Eine gute Hashfunktion für Clarkson-Woodru� Algo-
rithmus erfüllt die Annahme des zufälligen Hashings: Jeder Schlüssel wird mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit 1

2
auf die Werte {−1,+1} abgebildet. Für die Qualität

der Hashfunktion 3.2.25 spielt der Divisor m eine groÿ Rolle. Wenn m eine Potenz
von 2 ist (z. B. m = 2p), erhält man durch die Hashfunktion genau die p nieder-
wertigsten Bits von k [4]. Potenzwerte mit Basis 2 sollten für m vermieden werden.
Wie in der Literatur [4] beschrieben, kann hier m = 701 verwendet werden. Der
Pseudocode sieht bei der Hashfunktion der Divisions-Rest-Methode wie folgt aus:

Zweck : Berechnen e in Element
der n∗d Sign−Matrix S von Index ( i , j )

berechne den S ch l ü s s e l k := i ∗d + j ;
berechne h := k mod 701 ;
berechne h := h mode 2 ;
i f h==0 then h := −1;

Ergebnis : h

Multiplikative Methode

Die Multiplikative Methode zur Erstellung von Hashfunktionen arbeitet in zwei
Schritten [4]. Zunächst wird der Schlüssel k mit einer Zahl A im Bereich 0 ≤ A ≤ 1
multipliziert und den Bruchteil von kA extrahiert, so dass der Schlüssel k in das
Intervall [0, 1] abgebildet wird [4]. Dann multipliziert man das Ergebnis mit der An-
zahl der Hashtabellenadressen m und runden das Produkt nach unten ab [4, 33]. Die
beiden Schritte werden in Formelschreibweise geschrieben als [4]:

hm (k) = bm (kAmod 1)c
= bm (kA− bkAc)c .

(3.2.26)
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Die Anzahl der Hashtabellenadressen m ist 2, weil die Hashfunktion in {−1,+1}
abgebildet werden soll. Die Qualität der Hashfunktion der Multiplikative Methode
ist nur von der Konstanten A abhängig. Donald E. Knuth schlägt vor, dass mit

A ≈
√

5− 1

2
≈ 0, 6180339887 (3.2.27)

die Hashfunktion wahrscheinlich recht gut arbeitet [4]. Um den Vorschlag anzupassen,
wird

A = 2654435769/232 (3.2.28)

gewählt [4]. Der Pseudocode der Hashfunktion der Multiplikative Methode ist, siehe
unten, abgebildet:

Zweck : Berechnen e in Element
der n∗d Sign−Matrix S von Index ( i , j )

berechne den S ch l ü s s e l k := i ∗d + j ;
berechne A := 2654435769/4294967296;
berechne h := k∗A;
berechne h1:= runden h nach unten ab ;
berechne h := h − h1 ;
berechne h := h∗2 ;
berechne h := runden h nach unten ab ;
i f h==0 then h := −1;

Ergebnis : h

Gemischte Hashfunktion

Die multiplikative Methode und die Divisions-Rest-Methode kann in einer Hashfunk-
tion verwendet werden. Der Hashwert des Schlüssels k wird durch zwei Schritten
berechnet. Zunächst wird ein Hashwert des Schlüssels k durch die Multiplikative
Methode berechnet:

hm (k) = bm (kA− bkAc)c . (3.2.29)

Hier wird m als Potenz von 2 gewählt, da der Hashwert der Multiplikationsmethode
von m nicht kritisch ist [4]. Beispielsweise könnte man m = 214 = 16384 nehmen [4].
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Danach wird der Wert weiter durch die Divisions-Rest-Methode berechnet:

hg (k) = (hm (k) mod 701) mod 2. (3.2.30)

Zufallsmatrix Hashfunktion

Für diese Hashfunktion wird zunächst eine Zufallsmatrix berechnet. Z. B. wird eine
Zufallsmatrix K ∈ Z701×701 durch die Zufallsfunktion berechnet, wobei nur −1 und
+1 in der Matrix K vorhanden sind. Dann kann man den Hashwert des Schlüssel k
durch die Hashfunktionen (z. B. Divisions-Rest-Methode und multiplikative Metho-
de) in der Zufallsmatrix K auslesen. Z. B. berechnet man den Wert für Index (i, j)
der Matrix S mit dem folgenden Pseudocode:

Zweck : Berechnen e in Element
der n∗d Sign−Matrix S von Index ( i , j )

berechne den S ch l ü s s e l k := i ∗d + j ;
berechne km := der Hashwert des S ch l ü s s e l k

durch mu l t i p l i k a t i v e Methode ;
abhole Hashwert h := K[ k mod 7 0 1 ] [km mod 7 0 1 ] ;

Ergebnis : h

SHA1.

Kryptologische Hashfunktionen können auch für die Sign-Matrix S ∈ Rn×d verwen-
det werden. SHA1 und MD5 sind die bekanntesten Verfahren für Kryptologische
Hashfunktionen. In diesem Abschnitt wird die SHA1 Hashfunktion vorgestellt. Die
Abbildung 3.2.1 zeigt die schematische Darstellung der SHA1 Hashfunktion. Der
Eingabewert ist hier eine Zeichenkette, die in n 512-Bit-Blöcken zerlegt wird. SHA1
verarbeitet die 512-Bit-Blöcken nacheinander. Zunächst wird jeder Block bei Einga-
be in 80 Wörter expandiert [21, 27]. Nach der Eingabe der Zeichenkette werden die
80 Wörter nacheinander durch eine Schleife verarbeitet [21, 25]. Schlieÿlich wird ein
Hashwert ausgegeben. Bei Index (i, j) der Sign-Matrix S ∈ Rn×d wird ein Schlüssel
k := i · d+ j berechnet. Man kann die Schlüssel k als Zeichenkette in der SHA1 Has-
hfunktion eingeben. Schlieÿlich wird einen Hashwert berechnet. Den Hashwert kann
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Abbildung 3.2.1: Die schematische Darstellung der SHA1 Hashfunktion. [21, 25].

durch die Divisions-Rest-Methode in {−1,+1} berechnet werden. Den Pseudocode
der SHA1 ist in [34] zu �nden. Der Java-Code wird in der Literatur [21] aufgelistet.

3.2.3 Implementierung des Clarkson-Woodru� Algorithmus

Im Folgenden wird die Implementierung des Clarkson-Woodru� Algorithmus erläu-
tert. Die wichtigsten Anteile des Clarkson-Woodru� Algorithmus sind die Aktualisie-
rung im Abschnitt 3.2.1 und die Hashfunktion im Abschnitt 3.2.2. Der Pseudocode
des Algorithmus zeigt das folgende Fenster:
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Zweck : Berechnung der Lösung durch den Algorithmus
von Clarkson−Woodruff

I n i t i a l i s i e r e d∗m Matrix A' := 0 ;
I n i t i a l i s i e r e d Elementen Vektor b ' := 0 ;

repeat
l e s e nächste Tupel ( i , j , v ,A) oder ( i , v , b ) ;
f o r l=1 to d
begin

berechne das Element s i l der Sign−Matrix S
mit Index ( i , l ) durch Hashfunktion ;

i f ( i s t Tupel ( i , j , v ,A) ) then
a k t u a l i s i e r e das Element a l j der Matrix A'
mit Index ( l , j ) durch a l j := a l j + s i l ∗v ;

e l s e
a k t u a l i s i e r e das Element b l der Matrix b '
mit Index l durch b l := bl + s i l ∗v ;

end
end

un t i l DatenStrom beendet ;

Bestimme x durch k l a s s i s c h e MKQ

Ergebnis : x

3.3 Diskussion

Der Pseudocode im Abschnitt 3.2.3 hat gezeigt, dass O(md) Speicherplätze für das
Clarkson-Woodru� Algorithmus benötigt werden. Wenn ein Tupel gelesen wird, sind
d Elemente aktualisiert. Der Berechnungsaufwand ist für jedes Tupel O(d). Man weiÿ:

d = O (klog (1/δ) /ε) , (3.3.1)



3.3. DISKUSSION 47

wobei ε ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) und k den Rang der Matrix A ∈ Rn×m ist. Also ist k ≤ m.
Dann erhält man

d = O(klog (1/δ) /ε)

= O(k)

= O(m).

(3.3.2)

Der Speicheraufwand des Clarkson-Woodru� Algorithmus hat die gleiche Einschrän-
kung O(m2) wie die beiden Algorithmen der Time Series Modelle. Durch den Pseu-
docode ist ersichtlich, dass die i-te Zeile der Sign-Matrix S ∈ Rn×d nur bei der
Aktualisierung i-te Zeile der Matrix A ∈ Rn×m und i-te Element des Vektors b ∈ Rn

verwendet wird. Wenn die Daten zeilenweise verarbeitet werden, wird die Hashfunk-
tion für das Clarkson-Woodru� Algorithmus nicht mehr benötigt. Der Berechnungs-
aufwand der Aktualisierung für eine Zeile ist O(m2). Er ist gleich so groÿ wie der
Berechnungsaufwand der beide Algorithmen der Time Series Modelle. Aber die ex-
akte Lösung wird durch die beide Algorithmen der Time Series Modelle ermittelt,
während des Clarkson-Woodru� Algorithmus nur eine Näherung berechnen kann,
trotzdem ist die Abweichung klein.
Im Abschnitt 3.1.1 wird vorgestellt, dass beim Algorithmus von Zhou nicht nur die
Kondition des linearen Gleichungssystems sich verschlechtert. Ein weiteres Risiko ist,
dass die Diagonalelemente der Matrix M überlaufen werden könnten.





Kapitel 4

Experimente

In diesem Kapitel werden die klassische MKQ und die Datenstromalgorithmen der
MKQ, die in Kapiteln 2 und 3 vorgestellt werden, bei der Verarbeitung von Testdaten
eingesetzt, um die Genauigkeit der Theorien und die Eigenschaften der Datenstro-
malgorithmen zu überprüfen.

4.1 Die experimentelle Umgebung

Alle Programme wurden in der Programmiersprache C ohne Verwendung zusätzli-
cher Bibliotheken verfasst. Sie wurden mit dem Compiler (Dev-C++ Version 4.9.9.2)
kompiliert. Der verwendeten Rechner ist ein Windows 7 PC mit dem Prozessor (Pen-
tium Dual-Core E5400).

4.2 Testdaten Generator

Für das Experiment werden Testdaten benötigt. Wenn die Testdaten nicht vorhanden
sind, müssen zuerst Testdaten erzeugt werden. Möglicherweise können Testdaten
durch bekannte physikalischen Gröÿen generiert werden. So werden die Testdaten im
Folgenden mithilfe der physikalischen Gleichung �Van-der-Vaals-Gleichung�:

p =
RT

V − c2

− c1

V 2
, (4.2.1)

wobei p: Druck, T : Temperatur, V : Volumen und R = 8, 3145 J
mol·K : Allgemeine Gas-

konstante [15], generiert. Man nimmt an, dass 10% relative Fehler bei der Messung
der physikalischen Gröÿen P und V auftreten. Bei T = 5K werden die Werte von p

49
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für 0, 35 dm3 ≤ V ≤ 1, 35 dm3 berechnet durch:

p =

(
RT

V − c2

− c1

V 2

)
·
(

1 +
Z

10

)
, (4.2.2)

wobei Z eine Zufallsvariable ist, die über dem Intervall [−1,+1] gleich verteilt ist.
D. h.

Z ∼ U(−1,+1).

Mittels der berechneten Daten von p und V können die physikalischen Gröÿen c1 und
c2 bestimmt werden. Durch eine Umformulierung der Gleichung 4.2.1 erhält man

c1

V
− pc2 −

c1c2

V 2
= RT − pV.

Danach wird die lineare Gleichungen für die Unbekannten (c1, c2, c1c2) beschrieben
durch:

c1

V1

− p1c2 −
c1c2

V 2
1

= RT − p1V1︸ ︷︷ ︸
b1

...

c1

Vn
− pnc2 −

c1c2

V 2
n

= RT − pnVn︸ ︷︷ ︸
bn

.
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Abbildung 4.2.1: 1000 generierte Testdaten durch das C-Programm (Testdaten Ge-
nerator)

Das lineare Gleichungssystem wird in Matrixschreibweise formuliert:
1
V1
−p1 − 1

V 2
1

...
...

...
1
Vn
−pn − 1

V 2
n


︸ ︷︷ ︸

A∈Rn×3

 c1

c2

c1c2


︸ ︷︷ ︸

x∈R3

=

 b1
...
bn


︸ ︷︷ ︸
b∈Rn

. (4.2.3)

Für Benzol (C6H6) c1 = 52, 74kPa·dm6

mol2
c2 = 0, 3043dm3

mol
[41] werden z. B. 1000 Daten

von (p, V ) nach der Formel 4.2.2 berechnet. Die generierten Daten (p, V ) werden in
Abbildung 4.2.1 veranschaulicht. Schlieÿlich werden die Testdaten (die Matrix A und
das Vektor b) durch die Formel 4.2.3 und die Daten (p, V ) ermittelt.

Die Matrix A hat jetzt nur drei Spalten. Für weitere Spalten kann man z. B.
einfach Zufallszahlen in [−10,+10] verwenden. D. h.

ai,j ∈ [−10,+10] ∀j ≥ 4.
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Die erwartete Lösung x ist

x = (x1, x2, x3, x4, x5, · · · )
= (c1, c2, c1c2, 0, 0, · · · )

(xj = 0 ∀j ≥ 4),

wenn man die Lineare Gleichung Ax = b löst.
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4.3 Prüfung der zwei Algorithmen der Time Series

Modell

4.3.1 Die Vergleichung der Residuen ‖Ax− b‖
Wenn die beiden Algorithmen der Time Series Modell zur Verarbeitung der Testdaten
eingesetzt werden, erhält man genau die Ergebnisse, die durch die klassische MKQ
ermittelt werden. Die Lösungen der beiden Algorithmen unterscheiden sich nur

1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
5 0

6 0

7 0

8 0

9 0

1 0 0

Wa
hrs

ch
ein

lich
ke

it [
%]

�������	���
����	������������
����
����	��
����

Abbildung 4.3.1: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung
∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ <∥∥AxZhouopt − b

∥∥ erfüllt, gegen die Anzahl der Datensätze aufgetragen, wobei xQRopt und
xZhouopt die Lösung des QR-Datenstromalgorithmus und die Lösung des Algorithmus
von Zhou sind.

durch die letzte Zi�er, die durch (Ab-)Aufrunden erhalten wurde. Theoretisch soll
der relative Fehler der Ergebnisse, die durch das Algorithmus von Zhou berechnet,
gröÿer sein. Mit Residuen wird die Güte einer Regressionsfunktion beurteilt. Die
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Qualität der beiden Algorithmen können durch ihre Residuen beurteilt werden. In

Abbildung 4.3.1 werden die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung
∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ <∥∥AxZhouopt − b

∥∥ erfüllt, gegen die Anzahl der Datensätze aufgetragen, wobei xQRopt und
xZhouopt die Lösung des QR-Datenstromalgorithmus und die Lösung des Algorithmus
von Zhou sind. Die Abbildung 4.3.1 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit (der QR-
Datenstromalgorithmus liefert bessere Ergebnisse als der Algorithmus von Zhou)
mit zunehmenden Datensätze ansteigt.

4.3.2 Die Dimension Abhängigkeit der Residuen ‖Ax− b‖
Mit der Abbildung 4.3.1 vermutet man, dass je gröÿer die Datenmenge, desto besse-
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Abbildung 4.3.2: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung
∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ <∥∥AxZhouopt − b

∥∥ erfüllt, gegen die Anzahl der Spaltenanzahl der Matrix A aufgetragen,

wobei xQRopt und x
Zhou
opt die Lösung des QR-Datenstromalgorithmus und die Lösung des

Algorithmus von Zhou sind.
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re Ergebnisse der QR-Datenstromalgorithmus als der Algorithmus von Zhou liefern
kann. Um diese zu überprüfen, werden die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ < ∥∥AxZhouopt − b

∥∥ erfüllt, nochmal gegen die Spaltenanzahl der Matrix A

aufgetragen (siehe Abbildung 4.3.2). Durch die zwei Experimente wird es gezeigt,
dass der QR-Datenstromalgorithmus als Stromalgorithmus besser als der Algorith-
mus von Zhou ist.

4.4 Experimente des Clarkson-Woodru�

Algorithmus

4.4.1 Vergleich der Hashfunktionen

Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist von den gewählten Hashfunk-
tion abhängig. In Abschnitt 3.2.2 werden fünf Hashfunktionen vorgestellt. Die Aus-
wahl der Hashfunktion spielt für das Clarkson-Woodru� Algorithmus eine groÿe Rol-
le. In diesem Abschnitt werden einige Experimenten dargestellt, um zu ermitteln,
welche Hashfunktionen relativ gut für das Clarkson-Woodru� Algorithmus geeignet
sind.

Wegen der Laufzeit werden nur kleine Instanzen der Matrix A und des Vektors
b für die Experimente verwendet, die durch einen Testdaten Generator (siehe Ab-
schnitt 4.2) erzeugt sind. Zu Beginn wird die exakte Lösung xopt mit einer Instanz
(A und b) durch das klassische Verfahren oder die Algorithmen der Time Series
Modell berechnet. Danach wird die Lösung x∗opt mit der gleichen Instanz durch das
Clarkson-Woodru� Algorithmus ermittelt. Dann wird überprüft, ob

∥∥Ax∗opt − b∥∥ ≤
(1 + ε) ‖Axopt − b‖ ist. Nach mehrmaliger Berechnungen (Z. B. 100 mal) erhält man
die Wahrscheinlichkeit w der Ungleichung

∥∥Ax∗opt − b∥∥ ≤ (1 + ε) ‖Axopt − b‖. In
der Abbildung 4.4.1 wird die Wahrscheinlichkeit w gegen die Anzahl der Zeilen der
Instanzen (A und b) eingetragen. Jeder Punkt in der Abbildung 4.4.1 wird 30 mal be-
rechnet. In der Abbildung wird dargestellt, dass die Zufallsmatrix der Hashfunktion
und SHA1 Hashfunktion viel besser als die Divisions-Rest-Methode, Multiplikative
Methode und Gemische Hashfunktion sind. Bei diesen Experimenten sind die Para-
meter ε = 0.1, δ = 0.1 und c = 1. Man benötigt hier den Parameter c, um d (die
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Abbildung 4.4.1: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus mit entsprechen-
den Hashfunktionen gegen die Anzahl der Datensätze (die Anzahl der Zeilen der
Matrix A ∈ Rn×m, wobei m = 3). Die Parameter: ε = 0.1, δ = 0.1 und c = 1.

Anzahl der Spalten der Sign-Matrix S ∈ Rn×d) zu berechnen. D. h.

d = O(klog (1/δ) /ε)

= c ·m · log (1/δ) /ε

= 1 · 3 · log (1/0.1) /0.1

= 30,

(4.4.1)

wobei m die Anzahl der Spalten der Matrix A ∈ Rn×m ist und k den Rang der
Matrix A ∈ Rn×m ist. Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus soll auch
von dem Parameter c abhängig sein. Um diese zu überprüfen, wird das zweite Expe-
riment durchgeführt (siehe Abbildung 4.4.2). In der Abbildung4.4.2 wird dargestellt,
dass die Wahrscheinlichkeit w bei SHA1 und Zufallsmatrix Hashfunktion mit zu-
nehmender c schnell gegen 100% verlaufen. Jedoch sind die Divisions-Rest-Methode,
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Abbildung 4.4.2: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus mit entsprechen-
den Hashfunktionen gegen den Parameter c. Hier ist die Anzahl der Datensätze
n = 105 (die Anzahl der Zeilen der Matrix A ∈ Rn×m, wobei m = 3). Die Parameter:
ε = 0.1 und δ = 0.1.

Multiplikative Methode und gemischte Hashfunktion nicht verbessert wurden. Die
beiden Experimente zeigen, dass die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus
bei SHA1 und die Zufallsmatrix Hashfunktion gut sind.

Gute Algorithmen sollten nicht nur gute Ergebnisse liefern, sondern auch die
Ergebnisse in kurzer Zeit berechnen können. Als weiterer Schritt der Experiments-
durchführung wird die Laufzeit der SHA1 und der Zufallsmatrix Hashfunktion durch
den Computer simuliert (siehe Abbildung 4.4.3). Das dritte Experiment zeigt, dass
die Zufallsmatrix Hashfunktion ca. 200 mal so schnell wie SHA1 ist.

Für den Vergleich zwischen SHA1 und Zufallsmatrix Hashfunktion soll der Speicher-
bedarf nicht untersucht werden, da der Speicherbedarf O(1) ist, der weder von n
(Anzahl der Matrixzeilen) noch von m (Anzahl der Matrixspalten) abhängig ist.
Mittels der obigen drei Experimente kann die Entscheidung getro�en werden, dass
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Abbildung 4.4.3: Die Berechnungszeit der Hashfunktionen gegen die Anzahl der Be-
rechnung.

die Zufallsmatrix Hashfunktion für das Clarkson-Woodru� Algorithmus ausgewählt
werden soll.

4.4.2 Prüfungen des Clarkson-Woodru� Algorithmus

Das Clarkson-Woodru� Algorithmus kann eine Lösung x∗opt liefern, die sehr gut ist
und nur geringfügig von einer exakten Lösung xopt abweicht. In diesem Abschnitt
werden einige Experimente dargestellt, um das Clarkson-Woodru� Algorithmus auf
seine Qualität zu überprüfen.

4.4.2.1 Die Dimension Abhängigkeit

In diesem Abschnitt wird überprüft, ob die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorith-
mus von der Dimension der Daten abhängig ist. In Abbildung 4.4.4 und 4.4.5 werden
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die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung
∥∥Ax∗opt − b∥∥ ≤ (1 + ε)

∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ er-

füllt, gegen die Anzahl der Datensätze aufgetragen, wobei x*opt und x
QR
opt die Lösung

des Clarkson-Woodru� Algorithmus und die Lösung des QR-Datenstromalgorithmus
sind. Die Testdaten werden durch den Generator (siehe Abschnitt 4.2) generiert.
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Abbildung 4.4.4: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden durch den Generator generiert, wobei
die Anzahl der Datensätze n = 105 ist (die Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die
Parameter: ε = 0.1 und c = 1.

Wegen der Laufzeit werden nur 105 Datensätze verwendet. Jeder Punkt wird 100 mal
berechnet. Nach der Theorie des Clarkson-Woodru� sollen die Ungleichung 3.2.22 mit
einer Wahrscheinlichkeit w von mindestens 1 − δ erfüllt sein. Wenn der Parameter
c = 1 eingestellt wird, ist die Bedingung nicht erfüllt, und nimmt die Qualität des
Clarkson-Woodru� Algorithmus für δ ≥ 0.3 mit zunehmenden Dimensionen ab (siehe
Abbildung 4.4.4). Ist c = 2, nimmt die die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorith-
mus für δ ≤ 0.4 mit zunehmenden Dimensionen nicht mehr ab. Für die Aufwertung
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Abbildung 4.4.5: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden durch den Generator generiert, wobei
die Anzahl der Datensätze n = 105 ist (die Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die
Parameter: ε = 0.1 und c = 1.

wird einer Punkt in Abbildung 4.4.5 nicht berücksichtigt, weil er etwas weiter als
andere abweicht. Dieser kann verursacht durch systematische Fehler und statistische
Fehler sein.

Die gleiche Untersuchungen auf eine andere Testdaten durchgeführt werden, wer-
den die gleiche Entscheidungen getro�en (siehe Abbildung 4.4.6 und 4.4.7 ). Die
Testdaten, die 386 Spalten und 53500 Datensätze umfasst, werden hier aus dem
Internet [30] heruntergeladen. Für das Experiment werden nur die ersten 1000 Da-
tensätze verwendet. Es werden zufällig m Spalten aus die Daten als Matrix A aus-
gewählt. Auÿerdem wird angenommen, dass die letzte Spalte der Daten der Vektor
b ist. Das bedeutet, dass immer die Spalte 386 als Vektor b verwendet wird. Somit
erhält man die lineare Gleichung

Ax = b. (4.4.2)
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Abbildung 4.4.6: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden aus dem Internet [30] heruntergeladen,
wobei nur die ersten 1000 Datensätze verwendet (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A ist 1000). Die Parameter: ε = 0.1 und c = 1.

Durch das Experiment macht deutlich, dass der Parameter c ≥ 2 sein muss und
die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus von der Dimensionen fast unab-
hängig ist. Es kann sein, dass die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus mit
zunehmenden Dimensionen leicht ansteigt, wenn c ≥ 2 ist.
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Abbildung 4.4.7: Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden aus dem Internet [30] heruntergeladen,
wobei nur die ersten 1000 Datensätze verwendet (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A ist 1000). Die Parameter: ε = 0.1 und c = 2.

4.4.2.2 Das Residuum

Mit Residuen wird die Güte einer Regressionsfunktion beurteilt. Man bewertet die
Güte eines Datenstromalgorithmus für Regression, indem man die gefundene Lösung
mit der klassischen optimalen Lösung vergleicht und daraus das kompetitive Ver-

hältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ bestimmt, wobei xopt und x∗opt die klassische optimale Lösung und

die Lösung des Datenstromalgorithmus sind. Die zwei Datenstromalgorithmen der
Time Series Modell ermitteln genau die Ergebnisse, die durch die klassische Regres-

sion ermittelt werden (siehe Abschnitt 4.3). D. h. ist das Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ = 1 für

die zwei Datenstromalgorithmen der Time Series Modell. Beim Clarkson-Woodru�
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Abbildung 4.4.8: Das Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen

die Anzahl der Datensätze (die Anzahl der Zeilen der Matrix A ∈ Rn× m, wobeim = 3
verwendet wird). Die Parameter: ε = 0.1, δ = 0.1 und c = 2.

Algorithmus ist die Ungleichung∥∥Ax∗opt − b∥∥ ≤ (1 + ε) ‖Axopt − b‖

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1−δ erfüllt. Das Verhältnis ‖Ax
∗
opt−b‖

‖Axopt−b‖ ≤
(1 + ε) ist also auch mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 − δ erfüllt. In
Abbildung 4.4.8 und Abbildung 4.4.9 werden die Ergebnisse der Experimente für das

Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ des Clarkson-Woodru� Algorithmus aufgezeigt, wobei die ver-

wendete Daten durch den Generator generiert werden. Durch die beiden Abbildung

wird gezeigt, dass der Mittelwert der Verhältnisse
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ des Clarkson-Woodru�

Algorithmus fast von der Zeilen- und Spaltenanzahl der Matrix A ∈ Rn×m unabhän-
gig ist. In Abbildung 4.4.8 werden drei Werte für die Aufwertung nicht berücksichtigt,
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Abbildung 4.4.9: Das Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ des Clarkson-Woodru� Algorithmus gegen

die Spaltanzahl der Matrix A. Hier ist die Anzahl der Datensätze n = 1000 (die
Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die Parameter: ε = 0.1, δ = 0.1 und c = 2.

weil sie etwas weiter als andere abweichen. Dieser kann verursacht durch systemati-
sche Fehler und statistische Fehler sein.

4.5 Laufzeit der Algorithmen für Regression

Theoretisch ist die Laufzeit der klassischen Regression gleich O(nm2) (siehe Ab-
schnitt 2.6). Die Aktualisierungszeiten der drei Datenstromalgorithmen pro Element
sind O(m) (siehe Abschnitt 3.1.1, 3.1.2 und 3.3). Es gibt nm Elemente in der Matrix
A ∈ Rn×m. Insgesamt sind die Aktualisierungszeiten der drei Datenstromalgorithmen
gleich O(nm2). Sie sind genau so groÿ wie die Laufzeit der klassischen Regression. Je-
doch ist die O-Notation nur eine Abschätzung der Laufzeit. Konstante Faktoren und
Konstante Summanden werden vernachlässigt. Das Verhältnis der konstante Fak-
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toren der Laufzeit der vier Algorithmen können durch Computer simuliert werden.
Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 4.5.1 dargestellt. Das Verhältnis
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Abbildung 4.5.1: Die Laufzeit der vier Algorithmen gegen die Spaltanzahl der Matrix
A. Hier ist die Anzahl der Datensätze n = 1000 (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A). Die Parameter des Clarkson-Woodru� Algorithmus sind ε = 0.1, δ = 0.1 und
c = 2.

der konstante Faktoren der Laufzeit der vier Algorithmen ist:

TZhou/TQR/TClarkson-Woodru�/Tklassisch ≈ 1 : 3 : 14 : 25.

Die Laufzeit des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist zusätzlich von den Parametern
ε, δ und c abhängig. Bei den groÿen ε, δ und kleinen c -Parametern ist die Laufzeit
kleiner.





Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die vorliegende Diplomarbeit behandelt die Implementierung und Untersuchung der
Datenstromalgorithmen für Regression.

Die zwei Algorithmen im Time Series Modell ermitteln die Ergebnisse, die ge-
nau mit den klassischen Lösungen übereinstimmen. Da sich die Kondition des li-
nearen Gleichungssystems durch die Berechnung ATA verschlechtert, ist der relative
Fehler des Algorithmus von Zhou groÿ. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Unglei-

chung
∥∥∥AxQRopt − b∥∥∥ <

∥∥AxZhouopt − b
∥∥ erfüllt wird, steigt an, wenn die Datenmenge

steigt, wobei xQRopt und xZhouopt die Lösung des QR-Datenstromalgorithmus und die
Lösung des Algorithmus von Zhou sind. D. h. dass die Wahrscheinlichkeit (der QR-
Datenstromalgorithmus liefert bessere Ergebnisse als der Algorithmus von Zhou) mit
zunehmenden Datensätze ansteigt.

Im Clarkson-Woodru� Algorithmus liegt der Vorteil, dass die Reihenfolge der
Aktualisierung keine Rolle spielt. Die Lösung des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist
ebenfalls gut, dann sie weicht nur geringfügig von einer exakten Lösung (klassische
Lösung) ab. Die Qualität des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist fast unabhängig
von der Datenmenge. Es kann sein, dass sie mit zunehmenden Dimensionen leicht
ansteigt

Durch das Experiment der Laufzeituntersuchung wird deutlich, dass das Verhält-
nis der konstanten Faktoren der Laufzeit der Algorithmen ist:

TZhou/TQR/TClarkson-Woodru�/Tklassisch ≈ 1 : 3 : 14 : 25.
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5.2 Ausblick

Die in der Diplomarbeit analysierten Algorithmen sind Datenstromalgorithmen für
groÿe Datenmengen. Wegen der Laufzeit sind die Datenmengen, die durch Experi-
mente simuliert werden, nicht groÿ genug, weil die Experimente mittels eines PC
durchgeführt werden. In zukünftigen Untersuchungen sollten mehr und gröÿere Da-
tensätze verwendet werden. Noch besser wäre es, wenn man einen Algorithmus im
Turnstile Modell �ndet, der genau die klassische Lösung liefern kann.
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Anhang

Notation

Für jede Matrix A ∈ Rn×m bezeichnet

• A(i) die i-te Zeile von A als Zeilenvektor;

• A(j) die i-te Spalte von A als Spaltenvektor;

• ai,j oder A(j)
(i) die Element mit Index (i, j) von A;

• ‖A‖2
F =

∑n
i=1

∑m
j=1 a

2
i,j das Quadrat der Frobeniusnorm von A;

• ‖A‖2 = max
x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

die Spektralnorm von A.

Kurze Beschreibung der Implementierung

Der Algorithmus von Zhou

Der Algorithmus berechnet zuerst die Matrix M = ATA und den Vektor d = AT b.
Danach wird die MatrixM mit dem Verfahren der Cholesky-Zerlegung in ein Produkt
M = GGT zerlegt, wobei G eine untere Dreiecksmatrix ist. Schlieÿlich wird der
Lösungsvektor x durch Vorwärtseinsetzen und Rückwärtseinsetzen ermittelt. Der
Pseudocode des Algorithmus wird im Abschnitt 3.1.1 aufgelistet. Der C-Code des
Algorithmus sieht wie folgt aus:
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void Time_Series_Modell_normalgleichung ( double ∗A,
double ∗B, double ∗X, i n t n , i n t m, i n t mb)

{
double Ms2 [m] [m] ;
double Ds2 [m] [mb ] ;
updateNull (&Ms2 [ 0 ] [ 0 ] ,m,m) ;
updateNull (&Ds2 [ 0 ] [ 0 ] ,m,mb) ;
double a i [ 1 ] [m] ;
double a i t [m] [ 1 ] ;
double b i [ 1 ] [mb ] ;
double MM[m] [m] ;
double DD[m] [mb ] ;
f o r ( i n t i =0; i<n ; i++)
{

f o r ( i n t j =0; j<m; j++)
{

a i [ 0 ] [ j ]=∗(A+i ∗m+j ) ;
a i t [ j ] [ 0 ]= a i [ 0 ] [ j ] ;

}
f o r ( i n t j =0; j<mb; j++)

bi [ 0 ] [ j ]=∗(B+i ∗mb+j ) ;
Matr ix_Mult ip l ikat ion(& a i t [ 0 ] [ 0 ] , & a i [ 0 ] [ 0 ] ,

&MM[ 0 ] [ 0 ] ,m, 1 ,m) ;
Matr ix_Mult ip l ikat ion(& a i t [ 0 ] [ 0 ] , & bi [ 0 ] [ 0 ] ,

&DD[ 0 ] [ 0 ] ,m, 1 ,mb) ;
MatrixAdd(&MM[ 0 ] [ 0 ] ,&Ms2 [ 0 ] [ 0 ] ,m,m) ;
MatrixAdd(&DD[ 0 ] [ 0 ] ,& Ds2 [ 0 ] [ 0 ] ,m,mb) ;

}
Cho le skyzer l egen (&Ms2 [ 0 ] [ 0 ] ,m) ;
double Lt [m] [m] ;
matr ix_transponieren(&Ms2 [ 0 ] [ 0 ] , & Lt [ 0 ] [ 0 ] ,m,m) ;
double Y[m] [mb ] ;
Vorwaetse insetzen(&Ms2 [ 0 ] [ 0 ] , & Ds2 [ 0 ] [ 0 ] , &Y[ 0 ] [ 0 ] ,

m,m,mb) ;
Rueckwaetse insetzen(&Lt [ 0 ] [ 0 ] , &Y[ 0 ] [ 0 ] ,X,m,m,mb) ;

}



Der QR-Datenstromalgorithmus

Die Kernfunktion des QR-Datenstromalgorithmus ist die spezielle QR-Zerlegung.

Sie dient dazu, die Matrix

[
A(i+1)

Ri1

]
in eine obere Rechtsdreiecksmatrix Ri+1 umzu-

rechnen (siehe Abschnitt 3.1.2). Durch die spezielle QR-Zerlegung wird die Matrix A
schrittweise in obere RechtsdreiecksmatrixR umgerechnet. Danach wird der Lösungs-
vektor x durch Rückwärtseinsetzen ermittelt. Der C-Code des Algorithmus sieht wie
folgt aus:

void Time_Series_Modell_QR( double ∗A, double ∗B,
double ∗X, i n t n , i n t m, i n t mb)

{
double Ms [m+1] [m] ;
double Ds [m+1] [mb ] ;
updateNull (&Ms [ 0 ] [ 0 ] ,m+1,m) ;
updateNull (&Ds [ 0 ] [ 0 ] ,m+1,mb) ;
f o r ( i n t i =0; i<n ; i++)
{

ver s ch i eben (&Ms [ 0 ] [ 0 ] ,m+1,m) ;
ve r s ch i eben (&Ds [ 0 ] [ 0 ] ,m+1,mb) ;
f o r ( i n t j =0; j<m; j++)

Ms [ 0 ] [ j ]=∗(A+i ∗m+j ) ;
f o r ( i n t j =0; j<mb; j++)

Ds [ 0 ] [ j ]=∗(B+i ∗mb+j ) ;
QR_zerlegen_Givens_RD_Spezill(&Ms [ 0 ] [ 0 ] ,

m+1,m,&Ds [ 0 ] [ 0 ] ,mb) ;
}
Rueckwaetse insetzen(&Ms[ 0 ] [ 0 ] , &Ds [ 0 ] [ 0 ] ,X,m+1,m,mb) ;

}



Der Clarkson-Woodru� Algorithmus

Der wichtigste Bauteil des Clarkson-Woodru� Algorithmus ist die Funktion für die
Aktualisierung. Sie dient dazu, die Matrix A′ ∈ Rd×m und b′ ∈ Rd zu aktualisieren
(siehe Abschnitt 3.2.1). Durch den klassischen Algorithmus für Regression (MKQ)
wird dann der Lösungsvektor x ermittelt. Der C-Code des Algorithmus sieht wie
folgt aus:

void Woodruff_zufal lsmatrix_hash ( i n t d , s t r u c t stu ∗U,
double ∗X, i n t n , i n t m, i n t mb)

{
double M[ d ] [m] ;
double D[ d ] [mb ] ;
updateNull (&M[ 0 ] [ 0 ] , d ,m) ;
updateNull (&D[ 0 ] [ 0 ] , d ,mb) ;
s t r u c t stu u ;
f o r ( i n t i =0; i<n ; i++)
f o r ( i n t j =0; j<m+mb; j++)
{

u=∗(U+i ∗(m+mb)+ j ) ;
i f (u . co l>=m)

Update_zufallsmatrix_Hash(&D[ 0 ] [ 0 ] ,
d ,mb, u . row , u . c o l % m, u . va lue ) ;

e l s e
Update_zufallsmatrix_Hash(&M[ 0 ] [ 0 ] ,
d ,m, u . row , u . co l , u . va lue ) ;

}
MKQ(&M[ 0 ] [ 0 ] ,&D[ 0 ] [ 0 ] ,X, d ,m,mb) ;

}

In der C-Code wird die Aktualisierungsfunktion mit Zufallsmatrix Hashfunktion
verwendet. Die Theorie der Aktualisierung �ndet man im Abschnitt 3.2.1. Der C-
Code der Funktion sieht wie folgt aus:



void Update_zufallsmatrix_Hash ( double ∗M, in t d ,
i n t m, i n t i , i n t j , double v )

{
i n t s i l =0;
f o r ( i n t l =0; l<d ; l++)
{

s i l = i ∗d+l ;
s i l = zufa l l smatr ix_Hash ( s i l ) ;
∗(M+l ∗m+j ) = ∗(M+l ∗m+j )+ s i l ∗v ;

}
}

Die wichtige Funktionen für die Experimente werden folgt aufgelistet:

• test_Time_Series_gross(): Vergleichung der zwei Algorithmen der Time Series
Modell mit zunehmende Datensätze;

• test_Time_Series_dimension_gross(): Vergleichung der zwei Algorithmen Ti-
me Series Modell mit zunehmende; Dimensionen;

• test_woodru�_hash(): Überprüfung der Reihung der Hashfunktionen mit zu-
nehmende Datensätze;

• test_Woodru�_hash_cons(): Überprüfung der Reihung der Hashfunktionen
mit zunehmendem Parameter c;

• Test_Hash_laufzeit(): Simulieren der Laufzeit für die Hashfunktionen;

• test_Woodru�_dimension_generator(); Dimension Abhängigkeit des des Clarkson-
Woodru� Algorithmus mit generierte Daten;

• test_Woodru�_dimension_File(); Dimension Abhängigkeit des des Clarkson-
Woodru� Algorithmus mit Testdaten aus Internet;

• test_Woodru�_gut_gross(); Überprüfung des Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖ gegen An-

zahl der Datensätze;

• test_Woodru�_dimension_generator_gut(); Überprüfung des Verhältnis
‖Ax∗opt−b‖
‖Axopt−b‖

gegen Spaltenanzahl der Matrix A.
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