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Zusammenfassung

Das Ziel der Diplomarbeit ist die Implementierung der Datenstromalgorith-
men fiir Regression. Es wird die Losung von Az = B berechnet, wobei A eine
n x m-Matrix und B eine n x m’-Matrix ist. Die empfangenen Daten A und B
der Datenstrome werden durch Time Series Modell oder Turnstile (Drehkreuz)
Modell aktualisiert.

Im Kapitel 2 werden einige klassische Verfahren fiir Regression vorgestellt.
Héufig konnen groke Datenmengen von Datenstromen mit klassischen Algo-
rithmen nicht behandelt werden, weil der zur Verfiigung stehende Speicher oft
beschrénkt ist.

Im Kapitel 3 werden drei Datenstromalgorithmen fiir Regression erklart.
Zunéchst wird tiber zwei Algorithmen im Time Series Modell diskutiert. Die
erste Methode basiert auf Gauss’sche Normalgleichung, die von Q. Zhou im
Jahr 2008 [43] verwendet wird. Das zweite Datenstromalgorithmus wird in der
vorliegenden Arbeit entwickelt. Es arbeitet mit der QR-Zerlegung. Danach wird
ein Datenstromalgorithmus im Turnstile Modell vorstellt. Dieses Algorithmus
wird von K. L. Clarkson und D. P. Woodruff im Jahr 2009 in der Literatur [6]
veroffentlicht.

Im Kapitel 4 werden einige Untersuchungen durchgefiihrt, um die Genau-
igkeit der Theorien zu iiberpriifen und die Algorithmen zu vergleichen.



Kapitel 1

Einleitung und Einordnung der
Arbeit

1.1 Datenstrome und Datenstromalgorithmen

Durch die Anwendung von Sensoren zur Messung und Kontrolle in der Industrie und
die gestiegene Vernetzung von Rechnern insbesondere durch das Internet entsteht
das Problem der Analyse riesiger Datenmengen, die in Form von Datenstromen auf-
treten [28]. Ein Datenstrom ist eine kontinuierliche Folge von digitalen Signalen, die
gesendete Informationen darstellen [12]. Typischerweise werden Signale als Punkte,
Tupel von Punkten, die durch Zahlen oder Zeichen dargestellt [12].

In den letzten Jahren sind immer mehr Anwendungen auf grofte Datenmengen,
die in Form von Datenstrémen auftreten, entstanden. Beispielsweise fallen sehr grofe
Datenmengen an, wenn Netzwerkdatenverkehr durch Rechner {iberwacht, die emp-
fangenen Sensordaten verarbeitet oder die Trends der Aktienkurse berechnen. Die
grofsen Datenmengen passen hdufig nicht in den Hauptspeicher eines Rechners und
sind dadurch nicht komplett speicherbar [12]. Die Datenelemente werden meist in ra-
scher Folge erzeugt, wodurch die Menge der Datensétze pro Zeiteinheit variiert [12].
Haufig kénnen derartig grofse Datenmengen mit klassischen Algorithmen nicht mehr
bearbeitet werden. Daher werden spezielle Algorithmen benétigt, die mit einem oder
wenigen Durchlauf iiber die Daten und mit sehr wenig Speicher auskommen miissen
[12]Jund somit oft nur eine Approximation der Losung berechnen kénnen [2]. Solche
Algorithmen werden auch als Datenstromalgorithmen bezeichnet.

In dieser Arbeit wird die Methode der kleinsten QQuadrate zur Analyse von Da-
tenstromen untersucht. Beim Entwurf des Algorithmus spielen Randomisierung und
Hashing eine wichtige Rolle [2].
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Fiir die Anwendung von grofen Datenmengen werden Datenstromalgorithmen
erfordert, wie zum Beispiel bei der Erfassung von Routingdaten in Netzwerken, Auf-
zeichnungen von Telekommunikationsdaten, Banktransaktionen, Borsentickern usw.
[24] .

1.2 Modelle der Datenstrome

Der typische Verlauf eines Datenstromalgorithmus wird in Abbildung 1.2.1 veran-
schaulicht. Der Input (deutsch: Dateneingang) in Abbildung 1.2.1 ist in Form von

Datenstrom-
HH Input HH Output

algorithmus

Abbildung 1.2.1: Der typische Verlauf eines Datenstromalgorithmus [43].

Strom dargestellt:
A1, A2, gy " " -

Hiufig wird der Datenstromalgorithmusverlauf von drei Modellen (Time Series Mo-
dell, Cash Register und Turnstile) beschrieben. Die drei Datenstrommodelle unter-
scheiden sich in dem, wie sie die empfangenen Daten A durch a}s aktualisieren:

e a) Time Series Modell: Das Signal kommt immer in der Reihenfolge des Index.
Das aktuell zu empfangende Element hat immer die hochste Indexnummer. So
werden die empfangenen Daten A nach (A[fi] = a;) aktualisiert. Das Model ist
am besten geeignet, wenn die Daten im festgelegten Zeitintervallen ankommen
[12]. Der Windsensor misst zum Beispiel die Windgeschwindigkeit regelméfig
einmal pro Sekunde.

e b) Cash Register (Registrierkasse) Modell: Hier ist a; ist ein Tupel: a; = (J, I;),
wobei I; > 0. Mit: A;[j] = A;_1[j] + I; werden die empfangenen Daten A ak-
tualisiert, wobei A; der Signalzustand nachdem das i-te Element des Stromes
gesehen wurde [12]. Zum Bsp.: Wie viele Biicher wurden verkauft? Die Bii-
cher (Harry Potter) haben die Indexnummer j und wurden gerade Anzahl I;
verkauft. A;[j] ist die Anzahl der bis jetzt verkauften (Harry Potter) Biicher.
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e ¢) Turnstile (Drehkreuz) Modell: a; ist hier wie nach Cash Register Modell ein
Tupel a; = (j,1), wobei I # 0. Die empfangenen Daten A werden aktualisiert
nach A[j] = A[j] + I [12]. Zum Bsp.: Wie viele Frauen und Ménner sind im
Wartezimmer. In diesem Beispiel ist die Indexnummer von Frauen j = 1 und
die Indexnummer von Ménnern j = 2. Wenn ein Mann ins Wartezimmer kommt

(d.h. a; = (5,1) = (2,1)), dann wird nach A[2] = A[2] + 1 berechnet.

Die empfangenen Daten A sind sehr grofs und somit haufig nicht speicherbar. Wah-
rend der Aktualisierung miissen sie sofort verarbeitet werden. Die Diplomarbeit dient
zur Analyse der Datenstromalgorithmen fiir Regression. Die empfangenen Daten sind
hier die Matrix A und der Vektor b in der Gleichung Ax = b.

1.3 Einordnung der vorliegenden Arbeit

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Implementierung und Unter-
suchung der Datenstromalgorithmen fiir Regression.

Im ersten Teil der Arbeit (Kap. 2) werden die mathematischen Grundlagen und
die generellen Algorithmen der Regression vorgestellt.

Die Theorien der Datenstromalgorithmen fiir Regression werden im zweiten Teil
der Arbeit (Kap. 3) erldutert. Dabei werden zwei Algorithmen im Time Series Mo-
dell (Algorithmus von Zhou und QR- Datenstromalgorithmus) und ein Algorith-
mus im Turnstile Modell (Clarkson-Woodruff Algorithmus) erkldrt, wobei das QR-
Datenstromalgorithmus in der vorliegenden Arbeit entwickelt wird.

Der dritte Teil der Arbeit (Kap. 4) ist die experimentelle Untersuchung iiber die
klassischen Methoden und Datenstromalgorithmen fiir Regression. In diesem Teil
werden die Genauigkeit der Theorien und die Eigenschaften der Datenstromalgo-
rithmen tiberpriift. Fiir das Clarkson-Woodruff Algorithmus werden desweiteren die
Reihung der Hashfunktionen untersucht.

Mit der Zusammenfassung und dem Ausblick in Kapitel 5 wird die Arbeit abge-
schlossen. Zusétzlich wird eine kurze Beschreibung der Implementierung im Anhang
angefiigt.






Kapitel 2

Klassische Algorithmen fiir
Regression

Um ein physikalisches Problem zu 16sen, muss dieses zuerst in eine mathematische
Funktionen mit freien Parametern formuliert werden. Die mathematische Funktion
wird als theoretische Funktionen bezeichnet. Die freien Parametern kénnen durch
eine Anpassung an die Messgrofe empirisch bestimmt werden. Fiir die Anpassung
wird die Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) verwendet [13]|. Die Bestimmung
der Parameter erfolgt durch die moglichst nahen Anpassung der Funktion an die
empirischen ermittelten Datenpunkte. D. h. es wird die Summe der quadratischen
Absténde zwischen der Kurve der Funktion und der gegebenen Datenpunkten mini-
miert [36].

2.1 Methode der kleinsten Quadrate

2.1.1 Problemstellung der Regression

In einem Experiment ist das Ziel einer jeden Messung, den wahren Wert einer phy-
sikalischen Grofse zu bestimmen. Wenn aber mehrere Messungen mit derselben oder
einer gleichgearteten Messapparatur oder auch nach einem anderen Messverfahren
durchgefiihrt werden, werden unterschiedliche Ergebnisse durch Messfehler auftre-
ten [1]. Es erhebt sich nun die Frage, wie man relative gute Ergebnisse durch die
Messungen berechnen kann.
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2.1.2 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Problemlésung kénnen die Ergebnisse durch die “Methode der kleinsten Quadrat”
berechnet werden. Die Methode der kleinsten Quadrate dient zur Minimierung der
quadratischen Fehler. Ein konkreter Berechnungsfall: Es werden viele Wertepaare

(tla b1>7 (t27 b?)y R} (tna bn)

gemessen. Die Beziehung zwischen ¢ und b kénnen durch ein einfaches Polynom
b=f(t) =) at"!
k=1

approximiert werden (z.B. m = 2: Gerade, m = 3: Parabel), um die “optimalen”
Koeffizienten x1, s, - , x,, zu suchen [5].

Mit der n Messungen (t;,b;) kann eine lineare Gleichung fiir die Unbekannten
X1, T2, , Ty beschreiben werden [5]:

Ty + Tot] + - apt T = by

T+ $2t}L + -+ xmt;nil =b,.

Das lineare Gleichungssystem wird in Matrixschreibweise formuliert:

1t - ! T by
: : =1 (2.1.1)
1 t, - tm! T by,

Aeﬂggxm zeR™ beR™

Die Matrix A besitzt normalerweise sehr viel mehr Zeilen als Spalten (n > m). Die
Gleichungen sind also sehr viel mehr als Unbekannte [5]. Deshalb wird im Allgemeinen
kein x aufgefunden, um die Gleichung (2.1.1) genau zu erfiillen. Durch die Methode
der kleinsten Quadrate wird ein x bestimmt, um die Gleichung moglichst gut zu
erfiillen. Falls x die Losung des Systems (2.1.1) ist, weist der Residuenvektor r =
Ax — b eine minimale Liange auf.
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2.2 Losen der MKQ durch Normalgleichung und
Cholesky-Zerlegung

2.2.1 Normalgleichung
Das Quadrat des Residuenvektores kann durch die Funktion
f('rlan;"' 7$m) = ||T||§ (22]‘>
beschrieben werden. Das Minimum der Funktion wird gesucht durch [5]:
f(xlvx% T ,l‘m) = ||T||§

= (Az — b, Az — b)

= (A"Az,z) — 2(A"b, ) + (b,b)

= (Ma,z) - 2(d,x) + |Ibll3,

(2.2.2)

mit M = ATA € R™™ und d = ATh € R". Die notwendige Bedingung zur Minimie-

rung der Funktion f(xy,x9, -, @) ist [5]
0=V,f=2Maz—2d, (2.2.3)
d.h.
Mz = doder AT Az = A", (2.2.4)

Die Gleichung 2.2.4 wird als Gauss’sche Normalgleichung bezeichnet. x € R™ ist
genau dann die Losung der Minimierung der Funktion f(zq, s, - , ;) (das kleins-
te Quadrat des Residuenvektores), falls es die Normalgleichung 2.2.4 erfiillt. Somit
besteht die Methode der kleinsten Quadrate darin, die Normalgleichung zu 16sen.

2.2.2 Cholesky-Zerlegung

Um die Normalgleichung zu lésen, stehen die Verfahren der Cholesky-Zerlegung [19]
im Prinzip zur Verfiigung, da M = AT A € R™ ™ symmetrisch und positiv definiert
ist, falls rang(A) = m [29].

Die Matrix M kann eindeutig in der Form

M = LDL" = GG" (2.2.5)

zerlegt werden, wobei G = LD%, D eine positive Diagonalmatrix,

D%:diag(\/d_u,\/@f“ ,M)
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und L eine untere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente alle gleich 1 sind [35].
Zur Berechnung der Zerlegungsmatrix

g 0
G = S (2.2.6)
9mi °° Gmm
wird direkt mit der Beziehung
M =GG" (2.2.7)

begonnen [22]. Durch das Multiplizieren von

g1t 0 gt r Gmi miq M1,
= rooo (2.2.8)

gmi " Gmm 0 Imm Mmi1 - Mmm

wird das System (2.2.7) als m(m+ Gleichungen fiir die Gréken g;i, k < j aufgefasst.
Die erste Spalte von G ergibt smh

2
mi1 = g11, M21 = §21911, "+, Mml = Gm1911,

wobei sich

g1 = /M1, g1 = g ] €{2,---,m}, (2.2.9)
berechnet [22]. Aus
Mis =5 + G+ + giys i > 0
mj; =g9519a + gj29i2 + -+ + 5iGii, ] >0
werden die Elemente g;; und g;; berechnet durch [22, 35|
fiiri >
\/m“ S gin firi=j (2.2.10)
Gii <mji - Zk:l gjkgik) fiir ¢ < j.

Um gj; zu berechnen, wird ein O(m) Rechenaufwand benétigt. Der gesamte Re-
chenaufwand der Cholesky-Zerlegung ist somit O(m?). Der Pseudocode ist in der
Literatur unter [35] zu finden.
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2.2.3 Losen der Normalgleichung mithilfe der
Cholesky-Zerlegung

Die Normalgleichung Mx = d ldsst sich effizient durch die Cholesky-Zerlegung,
Vorwérts- und Riickwirtseinsetzmethode losen [35]. Die Berechnung teilt sich in fol-

gende Schritte auf:
e Cholesky-Zerlegung: M = GG7;
e Vorwirtseinsetzen Losung des linearen Gleichungssystems: Gy = d;
e Riickwiirtseinsetzen Losung des linearen Gleichungssystems GTz = y.

Vorwartseinsetzen beim Eliminationsverfahren

Wird Gz = y in Gleichung GGTx = d eingesetzt, wird die folgende Gleichung
berechnet:

g1 0 Y1 d;
Lo Sl=1 . (2.2.11)
Aus Gaufssches Eliminationsverfahren ergeben sich die Variablen [y, - - -, y,,] rekur-
siv von oben nach unten:
dy
Y= —
g1
_dy — g
Yo=—"——"—
922 (2.2.12)
m—1
Y = dm - Zi:l Imili .

Gmm

Das Verfahren 2.2.12 wird als Vorwértseinsetzen bezeichnet. Die entsprechenden
Pseudocode sind in der Literatur [19] aufgelistet. Die Laufzeit der Vorwéirtseinsetzen

ist O(m?).
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Riickwirtseinsetzen beim Eliminationsverfahren

Die Gleichung

guin 0 gmi T1 U1
: = : (2.2.13)

0 Imm Tm Ym

wird durch das Riickwértseinsetzen der Eliminationsverfahren berechnet, wobei

_ Ym
Ty = ——
gmm
_ Ym—1 — Gm—1,mYm
Tm—1 =
gm—1,m~1 (2.2.14)
vy = VLT Xy i

g1

Die Pseudocode des Riickwirtseinsetzen sind auch in der Literatur [19] zu finden.
Der Rechenaufwand vom Riickwirtseinsetzen ist O (m?).

2.2.4 Fazit

x € R™ ist genau dann die Losung der Methode der kleinsten Quadrate, wenn die
Normalgleichungen 2.2.4 erfiillt wird. Fiir das Problem werden mithilfe der Cholesky-
Zerlegung die Operationen bendtigt:

1. Berechnung von M = ATA, A € R™™ : O (nm?);
2. Cholesky-Zerlegung: O (m?) ;
3. Vorwirts- und Riickwiirtseinsetzen: O (m?).

Fiir m ~ n werden O(m?3) Operationen benétigt. Die Berechnung der Normalglei-
chung ist unter Numerikern schlecht, da die Kondition des linearen Gleichungssys-
tems sich durch die Berechnung AT A verschlechtert, wobei die Kondition von A
typischerweise schon schlecht ist [20, 29]. Somit werden hier die relativen Fehler der
Losung grofk.
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2.3 Losen der MKQ mithilfe der QR-Zerlegung

Wird die Methode der kleinsten Quadrate direkt behandelt, ohne die Normalglei-
chung zu 16sen, wird die Losung verbessert, da die Kondition der Normalgleichungen
sich durch die Berechnung AT A verschlechtert. Die Grundidee ist, dass orthogona-
le Transformationen die euklidische Norm eines Vektors nicht verédndern [42]. D. h.
7l =< Az — b, Az — b >=< Q(Ax — b),Q(Ax — b) >, wobei Q eine beliebige
orthogonale Matrix ist. Deshalb kann eine QR-Zerlegung [8, 9] verwendet werden,
um die Losung der Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen. Dabei wird die
Matrix A als Produkt von zwei Matrizen QR zerlegt, wobei () € R™ ™ orthogonal
und R € R™™ eine obere Rechtsdreiecksmatrix ist [29].

k k
. 0 * o Rl mxm
R = 0 ..o 0 —|:0:|,R1€R
L0 - 0]

Der Residuenvektor r = Az — b darf mit Q7 multipliziert werden, ohne die Linge zu
verdndern, da Q7 orthogonal ist. D. h. [7]:

I7ll; = || @ (Az — b,
= || Rz - Q")
. Ry d;
Il o [T 4 )

= ||Riz — di || + [|da]5 .

2 (2.3.1)

mit d = QTb = [ Zl } Also wird ||r||> genau dann minimiert, wenn
2

Rix—di =0« Rz =d;.

Durch ein anschlieffendes Riickwértseinsetzen (siehe Abschnitt 2.2.3) wird das lineare
Gleichungssystem Ax = b durch die Methode der kleinsten Quadrate gelost.

2.3.1 Berechnung der QR-Zerlegung

In diesem Abschnitt wird die QR-Zerlegung der Matrix A € R™*"™ beschrieben, wobei
@ eine orthogonale Matrix und R eine rechte obere Dreiecksmatrix ist. Drei bekannte
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Verfahren werden in diesem Fall verwenden. Zunéchst wird in dieser Diplomarbeit die
Zerlegung mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren und danach
die Zerlegung mit Householder Transformationen und Givens-Rotationen erklirt.

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Das linear unabhéngige Elemente kann immer mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren in paarweise zu einander orthogonale Elemente, die in einem
Vektorraum sind, umgerechnet werden. Fiir linear unabhéngige Vektoren ay, as, - - - , a,
konnen orthonormale Vektoren qq,qs, - - - , ¢, nach folgendem Muster berechnet wer-
den [19]:

1. q; =aj

j—1

(4, %)
2'%:%_2—% 2.3.2
i=1 <ql7qz> ( U )

4

gl
Wenn a; € R" (notwendig ist n > m) als Spalten einer Matrix A € R™™ und
entsprechend ¢; € R™ als Spalten einer Matrix () € R™" aufgefasst werden, ist das
Ergebnis des Gram-Schmidtschen Verfahrens dann gleich wie bei der QR-Zerlegung
A = QR, wobei R € R™™ eine obere Rechtsdreiecksmatrix (mit Gleichung 2.3.3)
ist [19].

3.q; , 7 =12,--- m.

ri; = gl s mjk =@k q5) . <k <m (2.3.3)

Das Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren ist fiir die numerische Berech-
nung durch einen Computer nicht geeignet, da durch die Rundungsfehler die berech-
neten Vektoren nicht mehr zwingend orthogonal sind [18|. Das Verfahren hat eine
Laufzeit von O(m?n).

Householder Transformation

Fiir einen Vektor v € R" wird

V12 e Ny

G, =w! = : : e R™" (2.3.4)

Vpl1 - VEL

“dyadisches Produkt” genannt [22]. Wenn ||v||, = 1, heift die Matrix

U, =1-2G, (2.3.5)



2.3. LOSEN DER MKQ MITHILFE DER QR-ZERLEGUNG 13

“Householder Transformation” [22]. Sie beschreibt die Reflexionen an der Ebene, die
auf v senkrecht liegt [29]. Fiir einen gegebenen Vektor € R" wird der Vektor v € R”
mit |||, = 1 so bestimmt, dass [19]

ce; = U,z = (I — ZVI/T) r=x—2(v, ). (2.3.6)
Daraus folgt
2(v,x)v =1x — cey. (2.3.7)
Die Gleichung 2.3.7 bedeutet, dass der Vektor v als ein Vielfaches vom Vektor x —ce;
sein muss [19]. Es folgt die Losung
[zlly = 1Upzll, = llcerlly = fef, (2.3.8)

weil U, Orthogonal ist [19]. Der Betrag von c¢ lédsst sich also durch 2.3.8 bestimmen.
So folgt das Ergebnis [19]
c=7|z|, mit |y| = 1. (2.3.9)

Wird 2.3.9 in 2.3.7 eingesetzt, wird [19]

N

2(v,x)v=x—7|z[,e; und v = (2.3.10)

1711,

14

erzeugt. Um die Wahl von v zu untersuchen, setzt man 7 in Gleichung 2.3.7 ein.
So erhilt man die Gleichung Ja; = 77 , wobei der Querstrich den Ubergang zur
konjugiert komplexen Zahl andeutet [19]. Um Ausloschung bei der Bildung von o zu
vermeiden, wird die Losung [19]

~1  fallsz; =0
7:{ alls 11 (2.3.11)

— XL gonst.
1]

gewahlt. Wenn die Householder Transformation derart konstruiert wird, dass die
Spalten (AW, A® ... AM) der Ausgangsmatrix A € R"™™ auf Vektoren, ihre
Element AE;)) = 0 fiir j > 1, abgebildet werden, lisst sich die () R-Zerlegung mithilfe
von Householder Transformation berechnen [29], wobei Ag)) die Element mit Index
(7;7) von A bezeichnet.

Die Matrix R der QR-Zerlegung von Matrix A € R™" lasst sich mithilfe von
Householder Transformation in m Schritten
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erzeugen, wobei A;_; die Gestalt aufweist [22]:

% k
0 :
A =
00 I (2.3.13)
0O 0
[ 0 0 =% x|

Die Householder Transformation U; € R™"™ im i-ten Schritten wird wie folgt be-
stimmt: [22]

- - - (2.3.15)

Nach m Schritten wird die Matrix R erzeugt

R=UnU,_1---Uy A=Q"A,
—_—
QT

wobei @ € R™*" orthogonal und R € R™*™ eine obere Rechtsdreiecksmatrix ist [22].

Folglich ist ein Pseudocode formuliert, der die QR-Zerlegung mit Householder
Transformation berechnet.
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Transformation
Parameter: nxm—Matrix A

for j:=1 to m do
begin
x:= Alvon j bis n|[j];

Berechne A:= UxA;
end

Zweck: Berechnung der QR-Zerlegung mit

Bestimme Householder—Vektor v mit x;
Berechne Householder—Matrix U mit v;

Householder

Ergebnis: A ist eine rechte obere Dreiecksmatrix (R)

Die Laufzeit der QR-Zerlegung der Matrix A € R™*™ mit Householder Transforma-

tion ist O (n®m + n?m?).

Givens-Rotationen

Die Givens-Rotation ist benannt nach Wallace Givens. Sie ist in der linearen
Algebra eine Drehung in einer Ebene, die durch zwei Koordinaten-Achsen
aufgespannt wird [17]|. Eine Givens-Rotation ist mit

1

Ccos

U (i, j,p) =

—siny

sin ¢

cos

1

—1

(2.3.16)

bezeichnet[29]. Die Matrix U(i, j, ¢; ;) beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢, ;
in der (7, j)-Ebene. Eine geeignete U(i, j, ¢; j) wird von links an eine Matrix
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A € R™™ multipliziert, so dass die Elemente unter der Diagonalen nacheinander zu
0 werden. Die Paare (i, 7) von U(i, j, ¢) sind also z.B.
(271>7(371)7 Ty (nvl)a a(nam>:
R=U (71777, - 17 @n,n—l) U (77,, 17 9071,1) U (37 17 903,1) U (27 17 90271> A
=A=Umn—1epn1) U1l en1)-UB1s1)U(21, 802,1))T/R = QR.

Q
(2.3.17)
Eine Givens-Rotation U (i, j, ¢; ;) wird so berechnet, dass (U(4, j, i ;)A), ; = O:
sin R
\ @+ al
y (2.3.18)
ajj
cosp =

2 2
\/ @5 T @5

Es folgt der Pseudocode fiir die QR-~Zerlegung mit Givens-Rotationen:

Zweck: Givens—Rotationen zur Berechnung der QR-Zerlegung
Parameter: nxm—Matrix A

for j:=1 to m do

begin
for i:=j+1 to n
begin
Bestimme U(i,j), so dass (U(i,j)*A)[i,j|=0;
Berechne A:=U(i,j)*A;
end
end

Ergebnis: A ist eine rechte obere Dreiecksmatrix

Normalerweise sind Matrix-Matrix-Produkte sehr aufwendig zu berechnen. Bei der
Betrachtung der Matrixprodukten von U (3, j, ¢; ;)@ und U(i, 7, ¢; ;) A werden
folgende Optimierungsansétze deutlich. Da der Unterschied zwischen U (%, j, ¢; ;)
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und Einheitsmatrix nur vier Elementen sind, kann der Rechenaufwand der
Matrixprodukten U(i, j, ¢; ;)A durch eine spezielle Matrixmultiplikation von
O(n*m) auf O(m) reduziert werden. Damit wird der Rechenaufwand fiir die
Berechnung der Matrix R der QR-Zerlegung der Matrix A € R™™ mit der
Givens-Rotationen auf O(nm?) verringert.

Diskussion

Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren zur praktischen Berechnung
von () und R einer () R-Zerlegung ist ungeeignet, da aufgrund von Rundungsfehlern
die Orthogonalitdt der Spalten von (@) schnell verloren geht. Die ()QR-Zerlegungen
mit Hilfe von Householder Transformation und Givens-Rotationen sind sehr sta-
bil im Vergleich zum Gram-Schmidtsche Verfahren [32|. Der Zeilenaustausch (d. h.
Pivotisierung) ist ebenfalls nicht erforderlich [32|. Fiir das Algorithmus durch House-
holder Transformation ist O(m) Matrixmultiplikationen U % A durchzufiihren, wobei
U e R und A € R"™™, Der Rechenaufwand einer Matrixmultiplikation U x A
ist O(n*m). Das Algorithmus zur Berechnung Q R-Zerlegung hat eine Laufzeit von
insgesamt O(n*m). Trotzdem sind fiir das Algorithmus durch Givens-Rotationen
O(mn) Matrixmultiplikationen durchzufiihren [32], wodurch die Laufzeit insgesamt
aber wenig ist, da die spezielle Matrixmultiplikation nur 2m Werte pro Matrixmulti-
plikationen berechnet. Insgesamt betrigt dann der Aufwand fiir eine () R-Zerlegung
einer vollbesetzten n x m-Matrix A mit Hilfe von Givens-Rotationen O(nm?). Der
Aufwand ist allerdings erheblich niedriger, wenn die Matrix A wenige Spalten besitzt
[32].

2.3.2 Fazit

Im Abschnitt 2.3.1 werden drei Methoden zur ) R-Zerlegung vorgestellt, wobei die
optimalste Methode die Givens-Rotation ist. Somit werden die kleinsten Quadrate
(Min || Az — b||3) mithilfe der Q R-Zerlegung durch Givens-Rotationen bestimmt. Fiir
die Methode sind die folgenden drei Schritte durchzufiihren:

1. Bestimme Matrix R der QQR-Zerlegung fiir Matrix A € R™*™ mithilfe der
Givens-Rotationen durch:

R=Um,n—10pn-1) --Un,1pn1) --UB,1,031)U(2,1,021) A.

die Laufzeit ist O(nm?)
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2. Berechne d = QTb = { Zl } durch:
2
d = QTb = U (na n— ]-a @n,n—l) e U (’I’L, ]-7 Son,l) e U (37 1a 903,1) U (27 17 (;02,1) b

die Laufzeit ist O(nm)

iy } und R, € Rm>m,

3. Lose Rix = dy durch Riickwértseinsetzen, wobei R = [ 0

Die Laufzeit istO(m?).

2.4 Losen der MKQ mithilfe der
Singulidrwertzerlegung (SVD)

Jede n x m-Matrix A besitzt eine Singularwertzerlegung (SVD)
A=UxVT, (2.4.1)

wobei U eine n x n orthogonale Matrix, V' eine m X m orthogonale Matrix und X
eine n X m diagonale Matrix ist,

Z:[ZA],n<mbzw.Z:[2A 0},n>m

0
und
01
YA = , k = min(n, m),
Ok
wobei die Diagonalelemente oy, - - - , 0 nicht negativ sind und sie in der Reihenfolge
o1 > 0y > -+ > 0 > 0 geordnet werden [7]. Sie werden singuldre Werte von A

genannt. Wird hier nur n > m betrachtet, erfolgt

A=UxvT
[ w0 U * o x| [ oy 0
Vi1 - Um,
_ Um1  *r Umpgm K ok 0 Om
Um+1,1 " Um—-1m * 0 0
. . Vim ' Umm
[ Una Unm — * * | L O 0 |
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Es wird deutlich, dass beim Ausmultiplizieren die *-Werte mit den Nullen der Y-
Matrix verrechnet werden. Dadurch werden die Matrizen der Singuldrwertzerlegung
reduziert, indem die *~Werte in der Matrix A und die Nullen in der Matrix ¥ entfernt
werden. Als Ergebnis folgt die Singuldrwertzerlegung

A=Us3,VE
Ui - Uim 01 Vi1 -~ Umj
Unp,1 *° Unm Om Ulym " Umm

Das entfernte Teil der Matrix U wird als U bezeichnet. SchlieRlich wird fiir jede
Matrix Q € R™!, deren Spaltenvektoren paarweise orthonormal zueinander sind,
Q+ € R als eine Matrix, deren Spaltenraum senkrecht zum Spaltenraum der
Matrix () ist, bezeichnet.

2.4.1 Bestimmung der Singularwertzerlegung

A =UsX V7 ist eine Singulirwertzerlegung von A € R™™. Wegen
ATA = (VaSRUD(UAE V) = VaSiSaVf (2.4.2)

ist der Ubergang von 4% 4 zu AT A eine Ahnlichkeitstransformation, da V4 € R™*™
orthogonale ist (d.h. VI = V1) [40]. Die Singulirwerte der Matrix A werden be-
stimmt, indem die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten von A” A berechnet werden.
Danach kénnen die Singuldrwertzerlegung A = U4X4VF durch folgende Schritte be-
stimmt werden [10]:

1. BerechneB = AT A und B € R™*™,

2. Berechne die Eigenwerte von B, die kein negatives Vorzeichen aufweisen und in
der Reihenfolge \; > Xy > --- > )\, > 0 geordnet werden. So wird die Matrix
¥4 mit 0; = v/A; bestimmt.

3. Bilde die Spalten der Orthonormalbasis Vf), s ij): Wenn vji) der Eigenvek-
tor fiir Eigenwert \; ist, dann ist V = (Vf), Vf) e Vj’"’) eine orthogonale
Matrix (V¥ =V, 1).

4. Berechne die orthogonale Matrix U, = (U/(‘U, Uﬁf), e ,Uﬁlm)> mit den Spal-
tenvektoren UX) = %AVX).
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2.4.2 Bestimmung der Eigenwerte mit dem QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus dient zur Bestimmung aller Eigenwerte einer Matrix B € R™*™
und wurde von Francis [8, 9] und Kublanovskaya [14] unabhéngig voneinander im
Jahr 1961 eingefiihrt [42]. Er ist gegeben durch

Algorithmus 2.1 Der QR-Algorithmus dient zur Bestimmung aller Eigenwerte einer
Matrix B € R™*™ [42].

while (B ist nicht konvergent)

{

Zerlege B=QR;
B=RQ;

Der Ubergang der Schritte 4 zu Schritte i + 1 ist eine Ahnlichkeitstransformation
[42]:

Biy1 = RQ;
= Q/ Qi RiQ;
— (2.4.3)
= Q] QiR; Qi = Q] BQ;.
——
B;
Somit besitzen die Matrizen (B, By,--- , B;,---) dieselben Eigenwerte. Die Konver-

genz des QR-Algorithmus wird beschrieben durch

lim b\) =0 fiir j > &

1—00

| 2.4.4)
i B (

fimm bt = Ao
wobei A\, k=1,--- ,m die Eigenwerte von B € R™*™ sind[42].

2.4.3 Bestimmung der MKQ

Das Problem der Methode der kleinsten Quadrate kann auch mit der Singulirwert-
zerlegung A = UXVT direkt gelost werden [7]. Der Residuenvektor r = Az — b darf
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mit U7 multipliziert werden, ohne dabei die Lénge zu veréindern, d. h. [7]:

2

Irll; = [T SV s —U"b

=] Y 9
2
2y - 07
- 0-1 - 2
: e
Om dry (2.4.5)
a 0 _ 2
2
o ; 2
= y—d|| + 0
drr ||,

dr
dII

genau dann minimiert, wenn >,y — d;y = 0, wobei y wird bestimmt durch:

dr

7

mit d = UTh = { ] ,d; = (Ua)" bund d;; = (Uj)Tb . SchlieRlich wird |r||3

yi= =L =1, m, (2.4.6)

Es gilt:
r=Vy. (2.4.7)

Dies liefert die Losung der Methode der kleinsten Quadrate. Folglich wird der opti-
male Wert der kleinsten Quadrate berechnet:

oL
dir |||,

=Uas -0+ Ugxdyr

Z = min ||Az —b||,
TER™

|l
Pl ],

— U (U)o
N———

—pL
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2.4.4 Diskussion

Um die Singulirwerte zu bestimmen, miissen die Eigenwerte der Matrix AT A berech-
nen werden. Die Berechnung der Eigenwerte der Matrix A” A hat unter Numerikern
einen schlechten Ruf, da:

1. die Kondition des linearen Gleichungssystems sich durch die Berechnung AT A
verschlechtert,

2. die numerische Losung des symmetrischen Eigenwertproblems zu A”A sehr
aufwindig und instabil ist, weil viele Matrix-Matrix-Produkte benotigt werden
(siehe Algorithmus 2.1) [40].

2.5 Losen der MKQ durch Pseudoinverse

Wenn y = Bz bijektiv ist, ist die Matrix B € R™" regulir [31|. Die Inverse
B~! € R™" ist durch Umkehrabbildung: x = B!y definiert [31]. Wenn die Ma-
trix A € R™™ fiir Az = b nicht regulir (z. B. rechteckig) ist, ldsst sich die Inversion
der Matrix A zur Beschreibung der inversen Funktion b = A~'z nicht durchfiihren,
da die inverse Matrix A~! nicht existiert [23]. Durch einige Umformungen mit Hilfe
der linearen Algebra kann man auch die Lésung von Ax = b ebenfalls in der Form
x = ATD darstellen, wobei die Matrix AT Pseudoinverse auch Moore-Penrose-Inverse
der Matrix A genannt wird. Sie ist eine Verallgemeinerung der inversen Matrix auf
singuldre und nicht quadratische Matrizen, weshalb sie haufig auch als verallgemei-
nerte Inverse bezeichnet wird [38]. Das Produktes AT A der Rechteckmatrix A ist
quadratisch, damit ist dieses invertierbar, wenn dieses einen vollen Rang aufweist
|23]. Dann kann die Gleichung Ax = b mit der Transponierten AT multiplizieret
werden|[23]:

AT Az = AT . (2.5.1)

Um die gesuchte Losung x zu isolieren, muss die Gleichung 2.5.1 mit der Inversen
von AT A multiplizieret werden [23]:

-1

x=(ATA)  ATb= A%b. (2.5.2)
At

Die Gleichung 2.5.1 ist genau die notwendige Bedingung zur Methode der kleinsten
Quadrate (siehe Abschnitt 2.2). Die Losung der Methode der kleinsten Quadrate
lasst sich dann mit der Pseudoinverse als © = A'b berechnen. Die Pseudoinverse
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einer Matrix A € R™™™ ist die eindeutig bestimmte Matrix AT € R™*", welche die
folgenden Eigenschaften erfiillt [16, 38]:

AATA = A
ATAAY = AT
AA* = (AAFYT (2.5.3)
ATA = (ATA)T

2.5.1 Berechnung der Pseudoinverse durch Rang
Dekomposition
Wenn die Matrix A € R™™ den Rang k hat, kann A in das Produkt A = BC zerlegt

werden, wobei die Matrix B € R™** und die Matrix C' € R**™ [38]ist. Dann wird
die Pseudoinverse AT der Matrix A berechnet durch [38]:

A+ =T (cc™) (B"B) B”. (2.5.4)

Wenn A den vollen Spaltenrang (d.h. & = m) hat, kann fiir C' die Einheitsmatrix
gewihlt werden und die obige Formel reduziert sich zu [38]

At = (ATA) " AT, (2.5.5)

In dhnlicher Weise hat A den vollen Zeilenrang (d.h. & = n). Es gilt die Gleichung
[38]
At = AT (AAT) 7 (2.5.6)

Das Verfahren ist numerisch instabil, da das Produkt AT A oder AAT bené&tigt wird.
Die Kondition des linearen Gleichungssystems wird durch die Berechnung des Pro-
dukts quadriert [38].

2.5.2 Berechnung der Pseudoinverse durch QR-Methode

Die Berechnung des Produkts AT A oder AAT und ihrer Inversen ist oft ein Grund von
numerischen Rundungsfehlern und Rechenaufwand in der Praxis [37]. Ein anderer
Ansatz mit der QR-Zerlegung von A kann wie folgt alternativ verwendet werden|37|:

Wenn die Matrix A € R™*™ (n > m) vollen Spaltenrang aufweist, kann A in das
Produkt A = QR zerlegt werden, wobei @) € R™" orthogonal und R € R™*™ eine
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obere Rechtsdreiecksmatrix ist. Durch einfache Rechenumformung erhilt man [39]:

AT = (QR)"
At =R1Q" (2.5.7)
=RAT =Q".

Um die Pseudoinverse der Matrix A € R™*™ mithilfe der Q) R-Zerlegung zu bestim-
men, sind folgende drei Schritte durchzufiihren:

1. Bestimme die Matrix R und @) der QR-Zerlegung fiir die Matrix A € R™*™ ;
Laufzeit: O(nm? + n’*m);

2. Berechne QT; Laufzeit: O(n?);
3. Lose RAT = QT durch Riickwiirtseinsetzen: O(nm?).

Insgesamt ist die Laufzeit der Pseudoinverse durch QR-Zerlegung O(nm? + n*m).

2.5.3 Berechnung der Pseudoinverse durch
Singulirwertzerlegung

Wenn A = UXV7T eine Singulirwertzerlegung von A € R™™ ist (siehe Abschnitt
2.4), ist die Pseudoinverse A™ gegeben durch [38]:

At = (UzVHT = vstuT, (2.5.8)

wobel

(2) =

v

(2.5.9)

C% falls i = jund o; # 0
0 sonst.

2.5.4 Berechnung der Pseudoinverse durch Verfahren von
Greville

Der Mathematiker T. N. E. Greville hatte im Jahr 1960 einen Algorithmus, der
Pseudoinverse spaltenweise berechnen kann, [11], der dabei mit Hilfe einer itera-
tiven Prozedur die Pseudoinverse Atvon A € R™™ nach endlich vielen Schrit-
ten berechnet wird [26], vorgestellt. Die Matrix A € R™™ kann in den Spalten
(AW, A® .. A dargestellt werden [26]. Ay = (AW, A®) ... A®) bezeich-
net dann die Matrix, die aus den ersten k& Spalten von A besteht [26]. Es gilt
Ay, = (Ag_1, AW) [26]. Der Algorithmus ist gegeben durch [26]
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1. k=1: ( )T
A .
Af = (A(l))+ —{ a0y am falls A1) #£0
07 falls AV =0
2. j=k>2

A
dJT - (A(j)) (Aj—l)TA;rﬂ
¢j = (I — Aj Af)AY
1 - c;“cj e
1+df AW
N+
Af = (42, A9)
_ ( Ar (I —ADpT) ) '

b

T 4
bj =c; +

Die Laufzeit des Verfahrens von Greville ist O (m - (nm + n*m + n + n?m)) = O(n*m?).

2.5.5 Diskussion

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die () R-Methode zur Bestimmung der Pseu-
doinverse schnell und stabil verlauft. Die Losung der Methode der kleinsten Quadrate
mit Hilfe der Pseudoinverse ist nach den folgenden zwei Schritten durchzufiihren:

1. Berechne A" durch QR-Methode ; Laufzeit: O(nm? + n*m);

2. Berechne x,,; = A*b ; Laufzeit: O(nm).

2.6 Verallgemeinerung der MKQ

In diesem Abschnitt wird die Verallgemeinerung der Methode der kleinsten Quadrate
dargestellt. Die Gleichung zur Verallgemeinerung der MKQ lautet 2.6.1

Z= min ||AX - B|, (2.6.1)
XecRnxm/

wobei A € R™™ B € R™™ und ||.|| Frobeniusnorm ist. Die Gleichung2.6.1 kann
auch durch die oben genannten Methoden gelést werden. Z. B. durch die Pseudoin-
verse wird das Problem gelost mit

Xopt - A+B
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Wie bereits erwihnt, ist die QR-Zerlegung mit Hilfe der Givens-Rotationen die
beste Methode fiir MKQ. Um die Losung der Gleichung2.6.1 schnell zu berechnen,
wird der folgende Algorithmus verwendet:

Algorithmus 2.2
Input: A € R™™ B e R™™ und m’ > 1;
Output: Xop € R’

1. Bestimme Matrix R der @QR-Zerlegung fiir Matrix A € R™™ Mithilfe der
Givens-Rotationen durch:

R=Um,n—10pn1) --Um,1pn1) --U(B,1,031)U (2,1, 021) A.

2. Berechne D = QT B durch:

D = QTb =U (na n— 17 Spn,nfl) U (na 17 Qpn,l) U (37 17 903,1) U (27 17 @2,1) B.

3. Lose RX,p = B durch Riickwértseinsetzen.

4. Return Xop;

Nachfolgend wird eine Pseudocode formuliert, um die Lésung durch die Methode der
kleinsten Quadrate zu berechnen:
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Zweck: Berechnen die Losung der MKQ
Parameter: nsm—Matrix A und nxm’'—Matrix B

for j:=1 to m do

begin
for i:=j+1 to n
begin
Bestimme U(i,j), so dass (U(i,j)*A)[i,j]|=0;
Berechne A:=U(i,j)*A;
Berechne B:=U(i,j)xB;
end
end

Bestimme X durch Riickewédtseinsetzen ;

Ergebnis: X

Die Laufzeit der Berechnung durch die Methode der kleinsten Quadrate mit Hilfe
der QR-Zerlegung ist insgesamt O(nm? — nmm’ + m'm?). Fiir n > m > m/ ist die
Laufzeit O(nm?).






Kapitel 3

Datenstromalgorithmen fiir
Regression

Im Kapitel 2 werden einige klassische Algorithmen fiir Regression vorgestellt. Diese
Algorithmen konnen aber nicht direkt fiir Datenstrome angewendet werden. In der
Regel sind die Datenstrome bei z.B. Messungen sehr lang und k&nnen nicht voll-
stdndig gespeichert werden. Fiir solche Probleme werden Datenstrom-Algorithmen
bendtigt. In diesem Kapitel werden einige Datenstrom-Algorithmen fiir Regression
vorgestellt.

3.1 Time Series Modell fiir die Methode der
kleinsten Quadrate

Die verschiedenen Modelle der Datenstrome unterscheiden sich durch ihre Aktualisie-
rung (siehe Abschnitt 1.2). In diesem Abschnitt werden zwei Datenstromalgorithmen
fiir Regression im Time Series Modell erklirt. Die Daten werden hierbei immer in
der Reihenfolge des Indexes empfangen.

3.1.1 Das Algorithmus von Zhou

Q. Zhou hatte im Jahr 2008 [43] einen Datenstromalgorithmus fiir Regression, der auf
Gauss’sche Normalgleichung basiert, entwickelt. Die Normalgleichung ist die notwen-
dige Bedingung der Methode der kleinsten Quadrate. Fiir ein lineares Gleichungs-
system Az = b, wobei A € R™™ und b € R", wird die Normalgleichung berechnet

29
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durch:
AT Az = Ao (3.1.1)

Es wird deutlich, dass die Grofe der Matrix M = AT A € R™™ und des Spaltenvek-
tors d = ATb nicht von n (Anzahl der Matrixzeilen) abhiingig ist. Diese Eigenschaft
wird im Folgenden fiir Datenstromalgorithmus verwendet.

Die Eingabe besteht aus einem Strom von Daten

A(1)7 A(2)a Ty A(Z)
und
bay, by, - ba,

wobei Ay den i-ten Zeilenvektor von Matrix A ist und bg;) des i-te Element des
Spaltenvektors b ist. Sie werden nacheinander als Eingabewerte gelesen. Nach der
i-te Bingabe (A(;) und b)) erhilt man A; € R”™ und b; € R’. Die Matrix M; und
der Spaltenvektor d; werden berechnet durch

und (3.1.2)
d = AT,

Fiir die (i 4+ 1)-te Eingabe wird die Matrix M; ; berechnet durch [43]
M1 = Al Ay

Lt ] L]
Ay A+ (3.1.3)

T T
= A; Ai + Ay Aji
= MZ + A%;+1)A(i+1).

Nach der gleichen Rechenweise wird der Vektor d; 11 = AL ;11 berechnet durch:
dig1 = Al 1bi

L, ] Lo ]
At biit1) (3.1.4)

T T
= AZ bl + A(i+1)b(i+l)
- er + A%;+1)b(i+1).

Hierbei werden sehr grofte Mengen von Daten unter Verwendung von sehr wenig
Speicherplatz verarbeitet, weil n sehr sehr (< <) grof ist. Durch n Schritte werden die
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Matrix M = M,, und der Vektor d = d,, der Normalgleichung berechnet. Schlieflich
wird nach den klassischen Algorithmus der Regression die Losung x,,; des linearen
Gleichungssystems Mx = d ermittelt:

Topt = Md, (3.1.5)

wobei die Matrix Mt Pseudoinverse der Matrix M ist. Da die Matrix M symmetrisch
und positiv definit ist, stehen die Verfahren der Cholesky-Zerlegung zur Verfiigung
(siche Abschnitt 2.2).

Fiir diesen Algorithmus wird O(m?) Speicherplatz bendtigt. Auferdem ist die
Laufzeit in einem Schritt O(m?). Zu beachten ist, dass ein Zeilenvektor (m Matri-
xelemente) pro Schritt aktualisiert wird. Die Aktualisierungszeit pro Matrixelement
ist O(m). Der Pseudocode des Algorithmus sieht wie folgt aus:

Zweck: Berechnen die Losung durch den Algorithmus von Zhou

Initialisiere Matrix M := 0;

Initialisiere Vektor d := 0;

repeat
Ai := lese nédchsten Zeilenvektor von Matrix A;
bi := lese néachstes Element des Vektors b;
Berechne AiT := Transponieren des Vektors Ai;
Berechne M := M + AiT % Ai;
Berechne d = d + Ait * b;

until DatenStrom beendet ;

Bestimme X durch Cholesky—Zerlegung;

Ergebnis: X

Beim Algorithmus tritt das Problem der relativen Fehler auf, weil hier die Normal-
gleichung verwendet wird (siehe Abschnitt 2.2.1). Die Kondition des linearen Glei-
chungssystems verschlechtert sich durch die Berechnung A” A. Die Diagonalelemente
der Matrix A%;)A(Z-) sind quadratische Zahlen. Somit ist z.B. das k-te Diagonalelement
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M((,f)) der Matrix M:

n

My =3 (Agf)))Q . (3.1.6)

=1

Da n sehr grofs ist, tritt das Risiko auf, dass die Diagonalelemente der Matrix M
iiberlaufen werden konnten.

3.1.2 QR-Datenstromalgorithmus

Die Methode der kleinsten Quadrate von Datenstromen kann direkt, ohne die Nor-
malgleichung zu l6sen, behandelt werden. Dafiir kann die QR-Zerlegung verwendet
werden. Es ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A € R"™™ und b € R"”
und die Eingabedaten

Awy, A, , Ap
und
bay, D), by,

nach einem bestimmten Reihenfolge gelesen werden. Nach deri-te Eingabe erhaltet
man A; € R™™ und b; € R%. Nun ist es moglich, die Matrix A; als Produkt von zwei
Matrizen (); und R; zu zerlegen, wobei Q; € R™* orthogonal und R; € R™™ eine
obere Rechtsdreiecksmatrix ist [29].

0 * :{Ril

0 ] , Rip e R™™™

Es erhebt sich nun die Frage, ob man den 0-Anteil der Matrix R; 16schen darf, um
den Speicherverbrauch zu reduzieren. Um die Frage zu beantworten, wird die Theorie
der MKQ mit der QR-Zerlegung nochmal analysiert.

Die Grundidee der MKQ mit der QR-Zerlegung ist, dass der Residuenvektor
r; = Ayx — b; mit QT multipliziert werden darf, ohne die Linge zu veriindern, d. h.
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QUADRATE
[7]:

dil

; =0T —
mit d; = Q; b; l ds

Irill” = || QF (Asz — by)|”

= R - QP

%] |

di 1
di2

= ||Ruz — du | + ||diz|”

Ryx = dil = AZI = bz

33

2 (3.1.7)

)

]. Man erhélt (siche Abschnitt 2.3):

Es werden nur R;; und d;; gespeichert. Nach dem Einlesen von A4y und b4y wird
iiberpriift, ob nur mit R;; und d;; weiter gerechnet werden kann.
Die Lange des Residuenvektores ;11 = A; 112 — b;y1 wird berechnet durch:

HUHHQ

Also wird ||7;41]]” genau dann minimiert, wenn

minimiert wird. Das Gleichungssystem A; 1@ = b;yq wird in

1 01" ’
0 Qi‘| (Ai+19lf—bi+1)
2
1 A |, _ | bery
0 QF A; b;
Al biit1) ?
2
At biit1)
Ry xr — diy
0 di2
A biit1) ? 2
R dy ||| el
2
Ay || b+
Ril dil
Al | bt
{ e e=| (3.1.9)
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umgewandelt, wobei

) (2) (m)
A(i+1) A(z‘+1) oot A(z‘+1)
* * * % *
A(i+1) _ 0 * * * *
Ri : 0 * % * : (3.1.10)
0 0 *
I 0 0 |

Es wird deutlich, dass nun m Eintrage, die ungleich 0 sind, unterhalb der Hauptdia-

Ay

J } liegen. Durch die Givens-Rotationen wird die Matrix
il

gonale der Matrix [
{ Ait1)

71

he Abschnitt 2.3.1).

} nach der Zeit O(m?) in eine obere Rechtsdreiecksmatrix umgerechnet (sie-

Der Pseudocode des Algorithmus ist im folgenden Fenster dargestellt:
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Zweck: Berechnen der L&sung durch den
QR-Datenstromalgorithmus

Initialisiere (m+1)xm Matrix A := 0;

Initialisiere m+1 Elementen Vektor b := 0;
repeat
Ai := lese néichste Zeilenvektor von Matrix A;
bi := lese nédchste Element des Vektors b;

Verschiebe Elemente der Matrix A nach unten um 1 Zeile;
Verschiebe Elemente des Vektors b nach unten um 1 Zeile;

A = A+ (Al als erste Zeile);
b := b + (bi als erste Element);
for j:=1 to m

begin

Bestimme U(j+1,j), so dass (U(j+1,j)*A)[j+1,j]=0;
Berechne A:=U(j+1,j)*A;
Berechne b:=U(j+1,j)xb;
end
until DatenStrom beendet ;

Bestimme x durch Riickew&dtseinsetzen ;

Ergebnis: x

Der obige Pseudocode zeigt, dass fiir den Algorithmus nur O(m?) Speicherplatz be-
notigt wird. Wenn eine Zeile der Matrix A gelesen wird, werden maximal m Givens-
Rotationen bendétigt, um die Elemente unterhalb der Hauptdiagonale zu 0 umzu-
rechnen. Der Berechnungsaufwand einer Givens-Rotation ist O(m). Insgesamt ist
die Aktualisierungszeit O(m?) pro Zeile und O(m) pro Element.

3.2 Turnstile Modell fiir Methode der kleinsten
Quadrate

Wiéhrend die Datenstréme beim Time Series Modell in der Reihenfolge des Indexes
verarbeitet werden miissen, spielt ihre Reihenfolge beim Turnstile Modell keine Rolle.
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In diesem Abschnitt wird ein Datenstrom-Algorithmus mit dem Turnstile Modell
vorgestellt. Der Algorithmus wurde von K. L. Clarkson und D. P. Woodruff in der
Literatur [6] veroffentlicht.

3.2.1 Clarkson-Woodruff Algorithmus

Der Algorithmus von K. L. Clarkson und D. P. Woodruff berechnet das gleiche
Datenstrom-Problem fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A € R™™
und b € R" ist. Die Eingabedaten

Ay, A, - Ap
und
bay, bays - b,

konnen nicht nacheinander gelesen werden. Die Matrix A und der Vektor b werden
durch das Turnstile Modell aktualisiert. Wenn ein Tupel (i, 7, v, A) eintrifft, wird das
Element AEZ)) aktualisiert durch:

AD — AT 4. (3.2.1)

Die Elemente des Vektors b werden adhnlich aktualisiert. D. h. dass das Element b;
aktualisiert wird durch:

wenn ein Tupel (7,v,b) eintrifft.

Formulierung

Um die Datenstrome mit dem eingeschrinkten Speicher zu verarbeiten, formulieren
Clarkson und Woodruff das lineare Gleichungssystem Az = b in ST Az = STb um,
wobei die Matrix S eine randomisierte n x d Sign-Matrix ist:

+1 mit Wahrscheinlichkeit%

. - (3.2.3)
—1  mit Wahrscheinlichkeit 3

S e RnXd mit Sij = {

Durch die Umformulierung erhalten man eine Matrix A’ = STA € R¥™ und einen
Spaltenvektor ' = STh € R?. Es wird deutlich, dass die Grofe der Matrix A’ und
des Spaltenvektors &’ nicht von n abhéngig sind.
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Aktualisierung und Berechnung

Fiir die Aktualisierung werden zwei Fragen aufgestellt:

1. Wie kann man die Matrix A’ und den Vektor &' berechnen, ohne die Matrix A
und den Vektor b zu speichern?

2. Wie kann man die Sign-Matrix S berechnen?

Die Matrix S € R™*? ist sehr grof und kann nicht gespeichert werden. Prof. C. Sohler
schldgt vor, dass eine Hashfunktion

h(z): {1, ,n} x {1,---,d} — {~1,+1} (3.2.4)

als Sign-Matrix S verwendet werden soll. Wenn ein Tupel a;; < (4,7,v, A) gelesen
wird, wird die Matrix A’ direkt aktualisiert durch:

!/

* kS %k * % * * % ¥ koay; ko x
x ok x * % * * % * % * %
* % x ok koK Qi < Qi Uk % —1 = | x x x %
x ok * * * % * * % * % * %
ok Sjq ¥ % * ok * * ok * ok Qg ko x
R L ) o L
STG‘ﬂng" Ae[@ng A/Eﬁgdxm
(3.2.5)
wobei
ap; = ap; + sy -vfiralll = {1,--- ,d}. (3.2.6)

Die Elemente des Vektors b’ werden &hnlich aktualisiert, wenn ein Tupel b; < (i, v, b)
gelesen wird:

TR * b}
% % k% * .
k. % % * .
k% Siq * % * bl
—— pe e
wobei
by ="0b,+ sy -vfiralll ={1,--- ,d}. (3.2.8)

Die obige Aktualisierung zeigt, dass die Aktualisierungszeit fiir ein Tupel O(d) nur
von d abhéngig ist.
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Qualitédt des Clarkson-Woodruff Algorithmus

Beim Ende des Datenstroms werden die Matrix A" und der Vektor &' vollstindig
berechnet. Danach kann mit dem klassischen Algorithmus der Regression die Lsung

xy,, des linearen Gleichungssystems

STAx =S (3.2.9)
R I
Al b
ermittelt werden:
Opt = (A’)*d’. (3.2.10)

Die letzte offene Frage des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist, wie grof die Abwei-
chung zwischen 7y, = ||Azopy — bf| und rf; = HAxopt - bH ist, wobei x4y die Losung
des originalen linearen Gleichungssystems Az = b.

Mit Hilfe der Singulirwertzerlegung A = UXV = U,X 4V} erhilt man die mini-
male Linge des Residuenvektors 7pyin:

= mi ol — 7L (7Tl — pt
ruin = min | Az — o]l = |[U% (U%)" 0| = b,

wobei Uy € R*, Ut € R"* und k der Rang der Matrix A ist (siche Abschnitt 2.4.3).
Fiihrt man nun eine kleine Gleichungsumformung von ||Aacopt bH2 durch, erhilt
man [6]:

2

|* = || Azgy, — 0|
= ||b — Axopt + Axopt Axopt”
2 (3.2.11)

17|

= (b — Al’opt) +A(xopt - zzpt)

=bl =Tmin

Da b senkrecht zu A(zop — 27, ) ist, konnte hier das Theorem 1.5 (Satz des Pytha-
goras) in der Literatur [6] verwendet werden. So erhilt man:

I7al® = Irmiall -+ [ AGop — 25| (3.2.12)
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a. Umschreibung der MKQ [3]

2

min HSTb — STA:UHQ = min ||ST (Axopt + bl) —STA (Topt + )
——— ~——

zeR™ yeR™
=b =T
= min HSTbL —STA H2
yeER™ Y

= min ||STbF — STUL VY
yeR™ N——

= min [|ST0 — STULz||” (3.2.13)
z€R™
= ||S70" = STUAzope| -
b. weitere Umschreibung der MKQ |[3]

min [|S7b — ST Az|”* = ||STb — ST Az, ||

zeR™
|87 (At + ) — STA (g + 2, — g || (3:219)
= |56 = STA (2, — wom) ||

Beim Vergleich der Gleichungen 3.2.13 und 3.2.14 stellt man fest, dass
Unzopt = A (T3, — Topt) (3.2.15)

ist. Die Gleichung 3.2.13 wird in der Gauss’sche Normalgleichung umschreiben (siehe
Abschnitt 2.2.1) [3]

(STUL)" (STUL) zopr = (STUA)" ST*

3.2.16
= ULSSTUnzop = UG SSTH . ( )

Mit Hilfe der Ungleichung ||C' + DJ| < ||C|| + || D]| kann ||zopt|| berechnet werden:

UL SSTU 4 20pt UL SSTU A%Zop
ol = || == = o — =
T T o aT (3.2.17)
‘ UASS UAZopt HUASS UAZOpt
< T — Zopt # .
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Mit der Ungleichung ||CD|| < ||C]|, || D|| und der Gleichung 3.2.16 kann ||z, || weiter

berechnet werden [6]:

UrssTy UrssTyt
zoptl| < || A2 — || (2ol + || =22
d ) d
=bt
Ursstu, UTssTyt ’ T
= AT_] ||20pt||+ AT_\Ung (Uj) lz
? 0
T T T TbJ_
— W_] HzoptH+ %_Ugbl 7
2

(3.2.18)

da Uy senkrecht zu U, ist. Mit dem Theorem 2.2 und dem Theorem 3.4 in der

Literatur [6] und dem entsprechenden d

d = O (2klog (1/5) /e)

= O(log (1/8) / (V/e/2k) )

= O(log (1/0) /et)

erfiillt die Ungleichung

ol < 5 llzopsll + €0 Ul - [[6*]

el VWAL ]

——
:\/E =Tmin

= (1 - 2) HZOptH S V 6/27ﬁ‘rr1in
ez
1—€/2
v
92— ¢

S \/Q_ETmin

= [lzopt|| <

T'min

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 4, wobei € € (0, 1), ¢ € (0,

(3.2.19)

(3.2.20)

1) und k
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den Rang der Matrix A € R™™ ist. Aus 3.2.12, 3.2.15 und 3.2.20 folgt:

2 2 2
7 minll” = 7 minll” + “A(xopt - mzpt)H

J/

:HU;;JoptH
= [l7ainll” + | Zopt|I* (3.2.21)
2 2
S ”rminH + 2e HrminH

< (1+2¢) HTminH2 :
Mit Hilfe der Ungleichung /1 4+ 2¢ < 1 + € erhélt man schlieflich:
17 fnin || < V1 =+ 2€ [Pl

(3.2.22)
< (L+€) [rmil| -

Die Ungleichung 3.2.22 ist mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 0 erfiillt.

3.2.2 Hashfunktion

Fiir Clarkson-Woodruff Algorithmus wird eine zusitzliche Sign-Matrix S € R"*¢
benotigt, wobei d = O (klog (1/6) /e), € € (0,1), § € (0,1) und k£ den Rang der
Matrix A € R™™™ ist. Die Grofe der Sign-Matrix S hingt von n ab und ist daher
grok. Es mag sein, dass die Sign-Matrix S grofer als die Matrix A wird, wenn man e
und ¢ entsprechend wahlt. Wegen ihrer Grofse kann die Sign-Matrix kaum oder gar
nicht speichert werden. Eine Losung zur Speicherung wére, eine Hashfunktion

h(z):{1,--- ,n} x{1,--- ,d} = {=1,+1} (3.2.23)

fiir die Sign-Matrix S zu verwenden. In diesem Abschnitt werden einige Hashfunk-
tionen fiir die Sing-Matrix S dargestellt.

Divisions-Rest-Methode

Mit der Divisions-Rest-Methode kann der Hashwert von Schliissel £ sehr schnell
berechnet werden, indem der Rest des k durch m ausgegeben wird [4]. Das heift,
dass die Hashfunktion

hq (k) = k mod m (3.2.24)

lautet. Die Hashfunktion 3.2.24 kann aber nicht direkt in dem Clarkson-Woodruff
Algorithmus verwendet werden, weil in der Sign-Matrix S nur die Werte —1 oder/und
+1 vorhanden sein diirfen. Um die Divisions-Rest-Methode in dem Clarkson-Woodruff
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Algorithmus zu verwenden, muss die Hashfunktion 3.2.24 weiter durch 2 dividiert
werden:

hg (k) = (k mod m) mod 2. (3.2.25)

Der Rest der Hashfunktion 3.2.25 ist +1 oder 0. Wenn man den Rest der Hash-
funktion 3.2.25 0 in —1 umrechnet, erhilt man eine Hashfunktion, genau wie die
in Abbildung 3.2.23 zu sehen. Eine gute Hashfunktion fiir Clarkson-Woodruff Algo-
rithmus erfiillt die Annahme des zufilligen Hashings: Jeder Schliissel wird mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit 3 auf die Werte {—1, 41} abgebildet. Fiir die Qualitét
der Hashfunktion 3.2.25 spielt der Divisor m eine grofs Rolle. Wenn m eine Potenz
von 2 ist (z. B. m = 2P), erhélt man durch die Hashfunktion genau die p nieder-
wertigsten Bits von k [4]. Potenzwerte mit Basis 2 sollten fiir m vermieden werden.
Wie in der Literatur [4] beschrieben, kann hier m = 701 verwendet werden. Der
Pseudocode sieht bei der Hashfunktion der Divisions-Rest-Methode wie folgt aus:

Zweck: Berechnen ein Element
der nxd Sign—Matrix S von Index (i,j)

berechne den Schliissel k = ixd + j;
berechne h := k mod 701;

berechne h := h mode 2;

if h=—=0 then h := —1;

Ergebnis: h

Multiplikative Methode

Die Multiplikative Methode zur Erstellung von Hashfunktionen arbeitet in zwei
Schritten [4]. Zun&chst wird der Schliissel k& mit einer Zahl A im Bereich 0 < A <1
multipliziert und den Bruchteil von kA extrahiert, so dass der Schliissel £ in das
Intervall [0, 1] abgebildet wird [4]. Dann multipliziert man das Ergebnis mit der An-
zahl der Hashtabellenadressen m und runden das Produkt nach unten ab [4, 33]. Die
beiden Schritte werden in Formelschreibweise geschrieben als |4]:

hpm (k) = [m (kAmod 1) |

_ (kA — [FAD)] (3.2.26)
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Die Anzahl der Hashtabellenadressen m ist 2, weil die Hashfunktion in {—1,+1}
abgebildet werden soll. Die Qualitdat der Hashfunktion der Multiplikative Methode
ist nur von der Konstanten A abhingig. Donald E. Knuth schligt vor, dass mit

-1
Az\/i

~ 0, 6180339887 (3.2.27)

die Hashfunktion wahrscheinlich recht gut arbeitet [4]. Um den Vorschlag anzupassen,
wird
A = 2654435769 /22 (3.2.28)

gewéhlt [4]. Der Pseudocode der Hashfunktion der Multiplikative Methode ist, siehe
unten, abgebildet:

Zweck: Berechnen ein Element
der nxd Sign—Matrix S von Index (i,j)

berechne den Schliissel k = ixd + j;
berechne A := 2654435769/4294967296;
berechne h := kxA;

berechne hl:= runden h nach unten ab;
berechne h := h — hl;

berechne h := hx2;

berechne h := runden h nach unten ab;
if h=—=0 then h := —1;
Ergebnis: h

Gemischte Hashfunktion

Die multiplikative Methode und die Divisions-Rest-Methode kann in einer Hashfunk-
tion verwendet werden. Der Hashwert des Schliissels & wird durch zwei Schritten
berechnet. Zunichst wird ein Hashwert des Schliissels & durch die Multiplikative
Methode berechnet:

hm (k) = [m (kA — |kEA])] . (3.2.29)

Hier wird m als Potenz von 2 gewihlt, da der Hashwert der Multiplikationsmethode
von m nicht kritisch ist [4]. Beispielsweise kénnte man m = 2'* = 16384 nehmen [4].
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Danach wird der Wert weiter durch die Divisions-Rest-Methode berechnet:

hy (k) = (hy, (k) mod 701) mod 2. (3.2.30)

Zufallsmatrix Hashfunktion

Fiir diese Hashfunktion wird zunéchst eine Zufallsmatrix berechnet. Z. B. wird eine
Zufallsmatrix K € Z™'*7! durch die Zufallsfunktion berechnet, wobei nur —1 und
+1 in der Matrix K vorhanden sind. Dann kann man den Hashwert des Schliissel &
durch die Hashfunktionen (z. B. Divisions-Rest-Methode und multiplikative Metho-
de) in der Zufallsmatrix K auslesen. Z. B. berechnet man den Wert fiir Index (3, j)
der Matrix S mit dem folgenden Pseudocode:

Zweck: Berechnen ein Element
der nxd Sign—Matrix S von Index (i,j)

berechne den Schliissel k = ixd + j;

berechne km := der Hashwert des Schliissel k
durch multiplikative Methode;

abhole Hashwert h := K[k mod 701|[km mod 701];

Ergebnis: h

SHA1.

Kryptologische Hashfunktionen kénnen auch fiir die Sign-Matrix S € R™*¢ verwen-
det werden. SHA1 und MD5 sind die bekanntesten Verfahren fiir Kryptologische
Hashfunktionen. In diesem Abschnitt wird die SHA1 Hashfunktion vorgestellt. Die
Abbildung 3.2.1 zeigt die schematische Darstellung der SHA1 Hashfunktion. Der
Eingabewert ist hier eine Zeichenkette, die in n 512-Bit-Blocken zerlegt wird. SHA1
verarbeitet die 512-Bit-Blocken nacheinander. Zunéchst wird jeder Block bei Einga-
be in 80 Worter expandiert [21, 27|. Nach der Eingabe der Zeichenkette werden die
80 Worter nacheinander durch eine Schleife verarbeitet |21, 25]. Schlieflich wird ein
Hashwert ausgegeben. Bei Index (7,7) der Sign-Matrix S € R™*¢ wird ein Schliissel

:=1i-d+ j berechnet. Man kann die Schliissel k als Zeichenkette in der SHA1 Has-
hfunktion eingeben. Schlieklich wird einen Hashwert berechnet. Den Hashwert kann
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| Eingabewert |
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Abbildung 3.2.1: Die schematische Darstellung der SHA1 Hashfunktion. |21, 25|.

durch die Divisions-Rest-Methode in {—1,+1} berechnet werden. Den Pseudocode
der SHAL ist in [34] zu finden. Der Java-Code wird in der Literatur [21] aufgelistet.

3.2.3 Implementierung des Clarkson-Woodruff Algorithmus

Im Folgenden wird die Implementierung des Clarkson-Woodruff Algorithmus erléu-
tert. Die wichtigsten Anteile des Clarkson-Woodruff Algorithmus sind die Aktualisie-
rung im Abschnitt 3.2.1 und die Hashfunktion im Abschnitt 3.2.2. Der Pseudocode
des Algorithmus zeigt das folgende Fenster:



46 KAPITEL 3. DATENSTROMALGORITHMEN FUR REGRESSION

Zweck: Berechnung der Lésung durch den Algorithmus
von Clarkson—Woodruff

Initialisiere dxm Matrix A’ := 0;
Initialisiere d Elementen Vektor b’ := 0;
repeat

lese nédchste Tupel (i,j,v,A) oder (i,v,b);

for 1=1 to d

begin

berechne das Element sil der Sign—Matrix S
mit Index (i,1) durch Hashfunktion;
if (ist Tupel (i,j,v,A)) then
aktualisiere das Element alj der Matrix A’
mit Index (1,j) durch alj := alj + silxv;
else
aktualisiere das Element bl der Matrix b’
mit Index 1 durch bl := bl + silxv;
end
end
until DatenStrom beendet;

Bestimme x durch klassische MKQ

Ergebnis: x

3.3 Diskussion

Der Pseudocode im Abschnitt 3.2.3 hat gezeigt, dass O(md) Speicherplitze fiir das
Clarkson-Woodruff Algorithmus benétigt werden. Wenn ein Tupel gelesen wird, sind
d Elemente aktualisiert. Der Berechnungsaufwand ist fiir jedes Tupel O(d). Man weifs:

d = O (klog (1/5) /), (3.3.1)
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wobei € € (0,1), d € (0,1) und k den Rang der Matrix A € R™™ ist. Also ist k < m.
Dann erhilt man
d = O(klog (1/9) /e)
= O(k) (3.3.2)
= O(m).

Der Speicheraufwand des Clarkson-Woodruff Algorithmus hat die gleiche Einschrén-
kung O(m?) wie die beiden Algorithmen der Time Series Modelle. Durch den Pseu-
docode ist ersichtlich, dass die i-te Zeile der Sign-Matrix S € R™? nur bei der
Aktualisierung i-te Zeile der Matrix A € R™ " und i-te Element des Vektors b € R"
verwendet wird. Wenn die Daten zeilenweise verarbeitet werden, wird die Hashfunk-
tion fiir das Clarkson-Woodruff Algorithmus nicht mehr beno6tigt. Der Berechnungs-
aufwand der Aktualisierung fiir eine Zeile ist O(m?). Er ist gleich so groR wie der
Berechnungsaufwand der beide Algorithmen der Time Series Modelle. Aber die ex-
akte Losung wird durch die beide Algorithmen der Time Series Modelle ermittelt,
wihrend des Clarkson-Woodruff Algorithmus nur eine Nidherung berechnen kann,
trotzdem ist die Abweichung klein.

Im Abschnitt 3.1.1 wird vorgestellt, dass beim Algorithmus von Zhou nicht nur die
Kondition des linearen Gleichungssystems sich verschlechtert. Ein weiteres Risiko ist,
dass die Diagonalelemente der Matrix M {iberlaufen werden koénnten.






Kapitel 4

Experimente

In diesem Kapitel werden die klassische MKQ und die Datenstromalgorithmen der
MKQ), die in Kapiteln 2 und 3 vorgestellt werden, bei der Verarbeitung von Testdaten
eingesetzt, um die Genauigkeit der Theorien und die Eigenschaften der Datenstro-
malgorithmen zu iiberpriifen.

4.1 Die experimentelle Umgebung

Alle Programme wurden in der Programmiersprache C ohne Verwendung zusatzli-
cher Bibliotheken verfasst. Sie wurden mit dem Compiler (Dev-C++ Version 4.9.9.2)
kompiliert. Der verwendeten Rechner ist ein Windows 7 PC mit dem Prozessor (Pen-
tium Dual-Core E5400).

4.2 Testdaten Generator

Fiir das Experiment werden Testdaten benotigt. Wenn die Testdaten nicht vorhanden
sind, miissen zuerst Testdaten erzeugt werden. Moglicherweise konnen Testdaten
durch bekannte physikalischen Grofen generiert werden. So werden die Testdaten im
Folgenden mithilfe der physikalischen Gleichung “Van-der-Vaals-Gleichung”

RT C1
V — Co VQ’

p= (4.2.1)

wobei p: Druck, T': Temperatur, V: Volumen und R = 8, 3145 mo‘]l_K: Allgemeine Gas-
konstante [15], generiert. Man nimmt an, dass 10% relative Fehler bei der Messung

der physikalischen Grofen P und V' auftreten. Bei T" = 5K werden die Werte von p

49
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fiir 0,35dm® <V < 1,35dm?® berechnet durch:

o~ ( )-(1+2) .

wobei Z eine Zufallsvariable ist, die iiber dem Intervall [—1,+1] gleich verteilt ist.
D. h.

RT _a
V—CQ V2

A
10

(4.2.2)

Z ~U(—1,+1).

Mittels der berechneten Daten von p und V' kénnen die physikalischen Grofen ¢; und

co bestimmt werden. Durch eine Umformulierung der Gleichung 4.2.1 erhélt man

C1

Vv

C1C2

o = RT —pV.

Danach wird die lineare Gleichungen fiir die Unbekannten (¢, ¢o, ¢1¢2) beschrieben

durch:
&1
[ C J—
Vi b1ca
C1
_— nc —
A PnC2

C1C2

9% _ Ry — Vi
‘/12 p1Va
by
9% RT — V.
V2 ————

n

bn



4.2. TESTDATEN GENERATOR o1

%
12 y | X Punkte der Testdaten|

Druck p [kPa]

S I B e e e S N NI B s s e e e
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 11 1,2 1,3

Volumen V [dm?]

Abbildung 4.2.1: 1000 generierte Testdaten durch das C-Programm (Testdaten Ge-
nerator)

Das lineare Gleichungssystem wird in Matrixschreibweise formuliert:

1 1
v TP Ty ol by
1 1
. Vi, —Pn — V_g ) €162 bn

AcRnx3 €R? beR™

Fiir Benzol (CgHg) ¢ = 52, 74% ¢y = 0,30439™ |41] werden z. B. 1000 Daten
von (p, V) nach der Formel 4.2.2 berechnet. Die generierten Daten (p, V') werden in
Abbildung 4.2.1 veranschaulicht. Schlieflich werden die Testdaten (die Matrix A und
das Vektor b) durch die Formel 4.2.3 und die Daten (p, V') ermittelt.

Die Matrix A hat jetzt nur drei Spalten. Fiir weitere Spalten kann man z. B.

einfach Zufallszahlen in [—10, +10] verwenden. D. h.
a;; € [—10,+10] Vj > 4.
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Die erwartete Losung x ist

T = (xlax27x37x47x57 t )

= (0170276102a07 07 o )

(z; =0 Vj >4),

wenn man die Lineare Gleichung Ax = b 16st.
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4.3 Priifung der zwei Algorithmen der Time Series
Modell

4.3.1 Die Vergleichung der Residuen ||Az — b||

Wenn die beiden Algorithmen der Time Series Modell zur Verarbeitung der Testdaten
eingesetzt werden, erhilt man genau die Ergebnisse, die durch die klassische MKQ
ermittelt werden. Die Losungen der beiden Algorithmen unterscheiden sich nur

100 P

90 — /
80

70 +

Wahrscheinlichkeit [%6]
| |

1

50

LR | T LR T T
1000 10000 100000
n : Anzahl der Datensatze (Zeilen der Matrix A)

opt

Abbildung 4.3.1: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung HAxQR—bH <

|| AzZhow — || erfiillt, gegen die Anzahl der Datenséitze aufgetragen, wobei x(?pft{ und
T

zou die Losung des QR-Datenstromalgorithmus und die Losung des Algorithmus

von Zhou sind.

durch die letzte Ziffer, die durch (Ab-)Aufrunden erhalten wurde. Theoretisch soll
der relative Fehler der Ergebnisse, die durch das Algorithmus von Zhou berechnet,
grofser sein. Mit Residuen wird die Giite einer Regressionsfunktion beurteilt. Die
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Qualitdt der beiden Algorithmen koénnen durch ihre Residuen beurteilt werden. In
Abbildung 4.3.1 werden die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung HAxQR — bH <

opt
|| AzZhon — || erfiillt, gegen die Anzahl der Datensiitze aufgetragen, wobei xgp% und
xgg;gu die Losung des QR-Datenstromalgorithmus und die Losung des Algorithmus

von Zhou sind. Die Abbildung 4.3.1 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit (der QR-
Datenstromalgorithmus liefert bessere Ergebnisse als der Algorithmus von Zhou)
mit zunehmenden Datensétze ansteigt.

4.3.2 Die Dimension Abhingigkeit der Residuen ||Az — b||

Mit der Abbildung 4.3.1 vermutet man, dass je grofer die Datenmenge, desto besse-

100

l\./l/'*'\l\./'*'*'
90 - Ve
80 —

70

60

Wahrscheinlichkeit [%0]

50 T—n

0w4+——— - .
3 6 9 12 15 18 21

m: Spaltenanzahl der Matrix A

Abbildung 4.3.2: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung HAxQR—bH <

opt
|| AzZhow — p|| erfiillt, gegen die Anzahl der Spaltenanzahl der Matrix A aufgetragen,
wobei xgp}t{ und xggfu die Losung des QR-Datenstromalgorithmus und die Losung des

Algorithmus von Zhou sind.
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re Ergebnisse der QR-Datenstromalgorithmus als der Algorithmus von Zhou liefern
kann. Um diese zu iiberpriifen, werden die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung

HAx?th” — bH < HAxggth“ — bH erfiillt, nochmal gegen die Spaltenanzahl der Matrix A

aufgetragen (siche Abbildung 4.3.2). Durch die zwei Experimente wird es gezeigt,
dass der QR-Datenstromalgorithmus als Stromalgorithmus besser als der Algorith-
mus von Zhou ist.

4.4 Experimente des Clarkson-Woodruff
Algorithmus

4.4.1 Vergleich der Hashfunktionen

Die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist von den gewahlten Hashfunk-
tion abhéngig. In Abschnitt 3.2.2 werden fiinf Hashfunktionen vorgestellt. Die Aus-
wahl der Hashfunktion spielt fiir das Clarkson-Woodruff Algorithmus eine grofse Rol-
le. In diesem Abschnitt werden einige Experimenten dargestellt, um zu ermitteln,
welche Hashfunktionen relativ gut fiir das Clarkson-Woodruff Algorithmus geeignet
sind.

Wegen der Laufzeit werden nur kleine Instanzen der Matrix A und des Vektors
b fiir die Experimente verwendet, die durch einen Testdaten Generator (siche Ab-
schnitt 4.2) erzeugt sind. Zu Beginn wird die exakte Losung z,p¢ mit einer Instanz
(A und b) durch das klassische Verfahren oder die Algorithmen der Time Series
Modell berechnet. Danach wird die Losung 27, mit der gleichen Instanz durch das
Clarkson-Woodruft Algorithmus ermittelt. Dann wird iiberpriift, ob Hszpt — b|| <
(1+€) ||Azopy — b]| ist. Nach mehrmaliger Berechnungen (Z. B. 100 mal) erhélt man
die Wahrscheinlichkeit w der Ungleichung Hszpt —b|| < (14 € |Azgp — b]|. In
der Abbildung 4.4.1 wird die Wahrscheinlichkeit w gegen die Anzahl der Zeilen der
Instanzen (A und b) eingetragen. Jeder Punkt in der Abbildung 4.4.1 wird 30 mal be-
rechnet. In der Abbildung wird dargestellt, dass die Zufallsmatrix der Hashfunktion
und SHA1 Hashfunktion viel besser als die Divisions-Rest-Methode, Multiplikative
Methode und Gemische Hashfunktion sind. Bei diesen Experimenten sind die Para-

meter € = 0.1, § = 0.1 und ¢ = 1. Man bendtigt hier den Parameter ¢, um d (die
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100

90 -

80
S 704 —
= 0 | —*<— Divisions-Rest-Methode
2 40 —O0— Multiplikative Methode
S j —&— Multiplikative Methode
£ 504 —+— Zufallsmatrix Hashfunktion
2 —=— SHA1 Hashfunktion
S 40
% 30 _
= 7
= 20

10

0_ e O R % “/O,\m
10 100 1000 10000 100000

n :Anzahl der Datensatze (Zeilen der Matrix A)

Abbildung 4.4.1: Die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus mit entsprechen-
den Hashfunktionen gegen die Anzahl der Datensitze (die Anzahl der Zeilen der
Matrix A € R™"™, wobei m = 3). Die Parameter: ¢ = 0.1, § = 0.1 und ¢ = 1.

Anzahl der Spalten der Sign-Matrix S € R"*9) zu berechnen. D. h.

d = O(klog (1/0) /e)
=c-m-log(1/0) /e
—=1-3-log(1/0.1) /0.1
= 30,

(4.4.1)

wobei m die Anzahl der Spalten der Matrix A € R™™ ist und k£ den Rang der
Matrix A € R™™ ist. Die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus soll auch
von dem Parameter ¢ abhéingig sein. Um diese zu iiberpriifen, wird das zweite Expe-
riment durchgefiihrt (siehe Abbildung 4.4.2). In der Abbildung4.4.2 wird dargestellt,
dass die Wahrscheinlichkeit w bei SHA1 und Zufallsmatrix Hashfunktion mit zu-
nehmender ¢ schnell gegen 100% verlaufen. Jedoch sind die Divisions-Rest-Methode,
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o
o
i |

100 -
" Z%/
80 ] —x— Divisions-Rest-Methode

70 —O— Multiplikative Methode
—g— Gemische Hashfunktion

—0— Zufallsmatrix Hashfunktion
—=— SHA1 Hashfunktion

w: Wahrscheinlichkeit [%]

1 2 4 8 16 32

c: Konstante

Abbildung 4.4.2: Die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus mit entsprechen-
den Hashfunktionen gegen den Parameter c. Hier ist die Anzahl der Datensétze
n = 10° (die Anzahl der Zeilen der Matrix A € R™ ™, wobei m = 3). Die Parameter:
€e=0.1und 6 =0.1.

Multiplikative Methode und gemischte Hashfunktion nicht verbessert wurden. Die
beiden Experimente zeigen, dass die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus
bei SHA1 und die Zufallsmatrix Hashfunktion gut sind.

Gute Algorithmen sollten nicht nur gute Ergebnisse liefern, sondern auch die
Ergebnisse in kurzer Zeit berechnen kénnen. Als weiterer Schritt der Experiments-
durchfiihrung wird die Laufzeit der SHA1 und der Zufallsmatrix Hashfunktion durch
den Computer simuliert (sieche Abbildung 4.4.3). Das dritte Experiment zeigt, dass
die Zufallsmatrix Hashfunktion ca. 200 mal so schnell wie SHA1 ist.

Fiir den Vergleich zwischen SHA1 und Zufallsmatrix Hashfunktion soll der Speicher-
bedarf nicht untersucht werden, da der Speicherbedarf O(1) ist, der weder von n
(Anzahl der Matrixzeilen) noch von m (Anzahl der Matrixspalten) abhéngig ist.
Mittels der obigen drei Experimente kann die Entscheidung getroffen werden, dass
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—0— SHA1 Hashfunktion
—0— Zufallsmatrix Hashfunktion

1000
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Laufzeit [s]
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0,01
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Anzahl der Berechnung

Abbildung 4.4.3: Die Berechnungszeit der Hashfunktionen gegen die Anzahl der Be-
rechnung.

die Zufallsmatrix Hashfunktion fiir das Clarkson-Woodruff Algorithmus ausgewahlt
werden soll.

4.4.2 Priifungen des Clarkson-Woodruff Algorithmus

*

Das Clarkson-Woodruff Algorithmus kann eine Losung xy,, liefern, die sehr gut ist
und nur geringfiigig von einer exakten Losung z.p; abweicht. In diesem Abschnitt
werden einige Experimente dargestellt, um das Clarkson-Woodruff Algorithmus auf
seine Qualitdt zu iiberpriifen.

4.4.2.1 Die Dimension Abhingigkeit

In diesem Abschnitt wird tiberpriift, ob die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorith-
mus von der Dimension der Daten abhéngig ist. In Abbildung 4.4.4 und 4.4.5 werden



4.4. EXPERIMENTE DES CLARKSON-WOODRUFF ALGORITHMUS 59

die Wahrscheinlichkeit, dass die Ungleichung ||Ax* — bH < (1+¢)

opt

‘Axf?p}t{ — bH er-
fiillt, gegen die Anzahl der Datenséitze aufgetragen, wobei xzpt und xﬁﬁ die Losung
des Clarkson-Woodruff Algorithmus und die Lésung des QR-Datenstromalgorithmus

sind. Die Testdaten werden durch den Generator (siehe Abschnitt 4.2) generiert.

w: Wahrscheinlichkeit [%]

o+——r—FFrT""T""TF—T"—T"—T—"
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45
m: Spaltenanzahl der Matrix A

Abbildung 4.4.4: Die Qualitdt des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden durch den Generator generiert, wobei
die Anzahl der Datensitze n = 10° ist (die Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die
Parameter: ¢ = 0.1 und ¢ = 1.

Wegen der Laufzeit werden nur 10° Datensétze verwendet. Jeder Punkt wird 100 mal
berechnet. Nach der Theorie des Clarkson-Woodruff sollen die Ungleichung 3.2.22 mit
einer Wahrscheinlichkeit w von mindestens 1 — ¢ erfiillt sein. Wenn der Parameter
¢ = 1 eingestellt wird, ist die Bedingung nicht erfiillt, und nimmt die Qualitit des
Clarkson-Woodruff Algorithmus fiir § > 0.3 mit zunehmenden Dimensionen ab (siehe
Abbildung 4.4.4). Ist ¢ = 2, nimmt die die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorith-
mus fiir 6 < 0.4 mit zunehmenden Dimensionen nicht mehr ab. Fiir die Aufwertung
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70 —6—5=01
65 —%—5=0.2
60 —A—35=03
55 —%—5=04

® 5= 0.4 (nicht berucksichtigt)

w: Wahrscheinlichkeit [%]
&

""" T T T T T 1]
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45

m: Spaltenanzahl der Matrix A

Abbildung 4.4.5: Die Qualitdt des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden durch den Generator generiert, wobei
die Anzahl der Datensitze n = 10° ist (die Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die
Parameter: ¢ = 0.1 und ¢ = 1.

wird einer Punkt in Abbildung 4.4.5 nicht beriicksichtigt, weil er etwas weiter als
andere abweicht. Dieser kann verursacht durch systematische Fehler und statistische
Fehler sein.

Die gleiche Untersuchungen auf eine andere Testdaten durchgefiihrt werden, wer-
den die gleiche Entscheidungen getroffen (siehe Abbildung 4.4.6 und 4.4.7 ). Die
Testdaten, die 386 Spalten und 53500 Datensdtze umfasst, werden hier aus dem
Internet [30] heruntergeladen. Fiir das Experiment werden nur die ersten 1000 Da-
tensitze verwendet. Es werden zufillig m Spalten aus die Daten als Matrix A aus-
gewahlt. Auferdem wird angenommen, dass die letzte Spalte der Daten der Vektor
b ist. Das bedeutet, dass immer die Spalte 386 als Vektor b verwendet wird. Somit
erhilt man die lineare Gleichung

Az =b. (4.4.2)
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Abbildung 4.4.6: Die Qualitédt des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden aus dem Internet 30| heruntergeladen,

wobei nur die ersten 1000 Datensétze verwendet (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A ist 1000). Die Parameter: ¢ = 0.1 und ¢ = 1.

Durch das Experiment macht deutlich, dass der Parameter ¢ > 2 sein muss und
die Qualitit des Clarkson-Woodruff Algorithmus von der Dimensionen fast unab-
hingig ist. Es kann sein, dass die Qualitdt des Clarkson-Woodruff Algorithmus mit
zunehmenden Dimensionen leicht ansteigt, wenn ¢ > 2 ist.
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Abbildung 4.4.7: Die Qualitédt des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen die Spal-
tanzahl der Matrix A. Die Testdaten werden aus dem Internet 30| heruntergeladen,
wobei nur die ersten 1000 Datensétze verwendet (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A ist 1000). Die Parameter: ¢ = 0.1 und ¢ = 2.

4.4.2.2 Das Residuum

Mit Residuen wird die Giite einer Regressionsfunktion beurteilt. Man bewertet die
Giite eines Datenstromalgorithmus fiir Regression, indem man die gefundene Losung

mit der klassischen optimalen Losung vergleicht und daraus das kompetitive Ver-

. ||AzE b . .
haltnis W bestimmt, wobei z,,; und x
op
die Losung des Datenstromalgorithmus sind. Die zwei Datenstromalgorithmen der

Time Series Modell ermitteln genau die Ergebnisse, die durch die klassische Regres-
sion ermittelt werden (siehe Abschnitt 4.3). D. h. ist das Verhiltnis [ 1 fiir
die zwei Datenstromalgorithmen der Time Series Modell. Beim Clarkson-Woodruff

*

opt die klassische optimale Losung und

[ Azopt —b]|
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Abbildung 4.4.8: Das Verhéltnis M des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen
op

die Anzahl der Datensétze (die Anzahl der Zeilen der Matrix A € R** ™ wobei m = 3
verwendet wird). Die Parameter: ¢ = 0.1, 6 = 0.1 und ¢ = 2.

Algorithmus ist die Ungleichung

HAJ}Zpt — b|| < (1+¢€)||Azopy — b
Azl —b
gl <
(1 + €) ist also auch mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — ¢ erfiillt. In
Abbildung 4.4.8 und Abbildung 4.4.9 werden die Ergebnisse der Experimente fiir das

Verhéltnis % des Clarkson-Woodruff Algorithmus aufgezeigt, wobei die ver-

wendete Daten durch den Generator generiert werden. Durch die beiden Abbildung

. . . vqs s Azl —b
wird gezeigt, dass der Mittelwert der Verhiltnisse H des Clarkson-Woodruff
op

Algorithmus fast von der Zeilen- und Spaltenanzahl der Matrix A € R™ ™ unabhén-
gig ist. In Abbildung 4.4.8 werden drei Werte fiir die Aufwertung nicht berticksichtigt,

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1—§ erfiillt. Das Verhéaltnis
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Abbildung 4.4.9: Das Verhéltnis % des Clarkson-Woodruff Algorithmus gegen
die Spaltanzahl der Matrix A. Hier ist die Anzahl der Datenséitze n = 1000 (die

Anzahl der Zeilen der Matrix A). Die Parameter: ¢ = 0.1, § = 0.1 und ¢ = 2.

weil sie etwas weiter als andere abweichen. Dieser kann verursacht durch systemati-
sche Fehler und statistische Fehler sein.

4.5 Laufzeit der Algorithmen fiir Regression

Theoretisch ist die Laufzeit der klassischen Regression gleich O(nm?) (sieche Ab-
schnitt 2.6). Die Aktualisierungszeiten der drei Datenstromalgorithmen pro Element
sind O(m) (siehe Abschnitt 3.1.1, 3.1.2 und 3.3). Es gibt nm Elemente in der Matrix
A € R™™ Insgesamt sind die Aktualisierungszeiten der drei Datenstromalgorithmen
gleich O(nm?). Sie sind genau so grof wie die Laufzeit der klassischen Regression. Je-
doch ist die O-Notation nur eine Abschitzung der Laufzeit. Konstante Faktoren und
Konstante Summanden werden vernachléssigt. Das Verhéltnis der konstante Fak-
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toren der Laufzeit der vier Algorithmen kénnen durch Computer simuliert werden.
Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 4.5.1 dargestellt. Das Verhéltnis

100000

1| —x— Laufzeit der klassische MKQ X
4| —O— Laufzeit des QR-Stromalgorithmus

1| —@— Laufzeit des Normalgleichung-Stromalgorithmus
10000 —m— Laufzeit des Clarkson-Woodruff Algorithmus

/
1000 - /

/
/

T: Laufzeit fir 10° Rechnen [s]

—
lOO—é/
P

100 1000 10000
n: Anzahl der Datensatze (Zeilen der Matrix A)

Abbildung 4.5.1: Die Laufzeit der vier Algorithmen gegen die Spaltanzahl der Matrix
A. Hier ist die Anzahl der Datensétze n = 1000 (die Anzahl der Zeilen der Matrix
A). Die Parameter des Clarkson-Woodruff Algorithmus sind € = 0.1, § = 0.1 und
c=2.

der konstante Faktoren der Laufzeit der vier Algorithmen ist:

Tznon/Tor/TClarkson-Woodruft/ Tklassisen = 1 1 3 14 : 25.

Die Laufzeit des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist zusétzlich von den Parametern

€, 0 und ¢ abhéngig. Bei den grofsen €, 6 und kleinen ¢ -Parametern ist die Laufzeit
kleiner.






Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die vorliegende Diplomarbeit behandelt die Implementierung und Untersuchung der
Datenstromalgorithmen fiir Regression.

Die zwei Algorithmen im Time Series Modell ermitteln die Ergebnisse, die ge-
nau mit den klassischen Ldsungen iibereinstimmen. Da sich die Kondition des li-
nearen Gleichungssystems durch die Berechnung AT A verschlechtert, ist der relative
Fehler des Algorithmus von Zhou grofs. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Unglei-

chung HAI'(?;E{ — b” < ||AzZhor — b|| erfiillt wird, steigt an, wenn die Datenmenge
QR

steigt, wobei zg, und zZ5" die Losung des QR-Datenstromalgorithmus und die

Losung des Algorithmus von Zhou sind. D. h. dass die Wahrscheinlichkeit (der QR-
Datenstromalgorithmus liefert bessere Ergebnisse als der Algorithmus von Zhou) mit
zunehmenden Datensitze ansteigt.

Im Clarkson-Woodruff Algorithmus liegt der Vorteil, dass die Reihenfolge der
Aktualisierung keine Rolle spielt. Die Losung des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist
ebenfalls gut, dann sie weicht nur geringfiigig von einer exakten Losung (klassische
Losung) ab. Die Qualitidt des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist fast unabhéngig
von der Datenmenge. Es kann sein, dass sie mit zunehmenden Dimensionen leicht
ansteigt

Durch das Experiment der Laufzeituntersuchung wird deutlich, dass das Verhalt-
nis der konstanten Faktoren der Laufzeit der Algorithmen ist:

Trnon/Tor/TClarkson-Woodruft/ Tlassisen = 1 13 : 14 1 25.

67
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5.2 Ausblick

Die in der Diplomarbeit analysierten Algorithmen sind Datenstromalgorithmen fiir
grofse Datenmengen. Wegen der Laufzeit sind die Datenmengen, die durch Experi-
mente simuliert werden, nicht grofs genug, weil die Experimente mittels eines PC
durchgefiihrt werden. In zukiinftigen Untersuchungen sollten mehr und gréftere Da-
tensdtze verwendet werden. Noch besser wire es, wenn man einen Algorithmus im
Turnstile Modell findet, der genau die klassische Losung liefern kann.
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Anhang

Notation

Fiir jede Matrix A € R"*™ bezeichnet

o Ay die i-te Zeile von A als Zeilenvektor;

AU) die i-te Spalte von A als Spaltenvektor;

a; j oder Ag)) die Element mit Index (7, 5) von A;

A5 =320, >ty ai; das Quadrat der Frobeniusnorm von A;

4], = %cum‘b die Spektralnorm von A.
x 2

Kurze Beschreibung der Implementierung

Der Algorithmus von Zhou

Der Algorithmus berechnet zuerst die Matrix M = AT A und den Vektor d = ATb.
Danach wird die Matrix M mit dem Verfahren der Cholesky-Zerlegung in ein Produkt
M = GGT zerlegt, wobei G eine untere Dreiecksmatrix ist. Schlieflich wird der
Losungsvektor = durch Vorwértseinsetzen und Riickwirtseinsetzen ermittelt. Der
Pseudocode des Algorithmus wird im Abschnitt 3.1.1 aufgelistet. Der C-Code des
Algorithmus sieht wie folgt aus:
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void Time Series Modell normalgleichung(double %A,
double *B,double *X,int n, int m,int mb)
{

double Ms2|m]||[m];
double Ds2|m]||[mb];
updateNull(&Ms2[0][0] ,m,m);
updateNull(&Ds2[0][0] ,m,mb);
double ai|[l][m];
double ait|m][1];
double bi[1]|[mb];
double MM|m]|[m];
double DD[m]|[mb];
for (int i=0;i<n;i-++)
{
for (int j=0;j<m;j++)
{
ai [0]] 7] = (Atin )
} ait [j[[0]=ail0][j];
for (int j=0;j<mb;j++)
bi[0]] 7]~ (Btixmbij )
Matrix Multiplikation(&ait [0][0],& ai [0][0]
&M[0]]0] ,m,1 m);
Matrix _Multiplikation(&ait [0][0] ,& bi[0][0]
&D[0][0] ,m,1 ,mb);
MatrixAdd(&VM|0]]0] ,&Ms2[0][0] ,m,m);
MatrixAdd(&DD[0][0] ,& Ds2[0][0] ,m,mb);

)

1
Choleskyzerlegen (&Ms2[0][0] ,m);

double Lt [m]|[m];

matrix transponieren(&Ms2|0][0],&Lt[0][0] ,m,m);

double Y[m]|[mb];

Vorwaetseinsetzen (&Ms2[0][0] ,& Ds2[0][0],&Y[0][0] ,
m, m,mb) ;

Rueckwaetseinsetzen (&Lt [0][0] ,&Y[0][0] ,X,m,m,mb);




Der QR-Datenstromalgorithmus
Die Kernfunktion des QR-Datenstromalgorithmus ist die spezielle QR-Zerlegung.

Sie dient dazu, die Matrix { gﬂ) } in eine obere Rechtsdreiecksmatrix R;; umzu-
il

rechnen (sieche Abschnitt 3.1.2). Durch die spezielle QR-Zerlegung wird die Matrix A
schrittweise in obere Rechtsdreiecksmatrix R umgerechnet. Danach wird der Losungs-
vektor x durch Riickwértseinsetzen ermittelt. Der C-Code des Algorithmus sieht wie
folgt aus:

void Time Series Modell QR (double %A, double %B,

{

double *X,int n, int m,int mb)

double Ms|[m+1]|[m];
double Ds[m+1]|[mb];
updateNull(&Ms|0][0] ,m+1,m);
updateNull(&Ds[0][0] ,m+1,mb);
for (int i=0;i<n;i++)
{
verschieben (&Ms[0][0] ,m+1m);
verschieben (&Ds[0][0] ,m+1,mb);
for (int j=0;j<m;j++)
Ms [0]] 5] (At ismej )
for (int j=0;j<mb;j++)
Ds[O][J]=#(Bti*mbtj);
QR _zerlegen Givens RD _Spezill(&Ms[0][0],
m+1,m&Ds[0][0] ,mb);
}
Rueckwaetseinsetzen (&Ms[0][0] ,&Ds[0][0] ,X,m+1,m,mbf;




Der Clarkson-Woodruff Algorithmus

Der wichtigste Bauteil des Clarkson-Woodruff Algorithmus ist die Funktion fiir die
Aktualisierung. Sie dient dazu, die Matrix A" € R>™ und ¥ € R¢ zu aktualisieren
(sieche Abschnitt 3.2.1). Durch den klassischen Algorithmus fiir Regression (MKQ)
wird dann der Lésungsvektor z ermittelt. Der C-Code des Algorithmus sieht wie
folgt aus:

void Woodruff zufallsmatrix hash(int d,struct stu xU,
double *X,int n,int m,int mb)
{

double M[d|[m];
double D[d|[mb];
updateNull(&M[O0][0] ,d,
updateNull(&D|[0][0] ,d
struct stu u;

for (int 1i=0;i<n;it+)
for ( int j=0;j<mtmb;j++)

{

m) ;
,mb) ;

u=x(Ut1i*(mtmb)+j );
if (u.col>=m)
Update zufallsmatrix Hash(&D|[0][0]
d,mb,u.row,u.col % m,u.value);
else
Update zufallsmatrix Hash(&M|[0]]0]
d,m,u.row,u.col ,u.value);

}
MKQ&M[0][0] ,&D[0]][0] ,X,d,m,mb);

In der C-Code wird die Aktualisierungsfunktion mit Zufallsmatrix Hashfunktion
verwendet. Die Theorie der Aktualisierung findet man im Abschnitt 3.2.1. Der C-
Code der Funktion sieht wie folgt aus:



void Update zufallsmatrix Hash(double *M, int d,
int m, int i,int j, double v)
{

int sil =0;
for (int 1=0;1<d;1++)

{

sil = ixd+1;
sil = zufallsmatrix Hash(sil);
# (Ml smtj ) = «(Mlsmbj)+ silsv;

Die wichtige Funktionen fiir die Experimente werden folgt aufgelistet:

e test Time Series gross(): Vergleichung der zwei Algorithmen der Time Series
Modell mit zunehmende Datensétze;

e test Time Series dimension gross(): Vergleichung der zwei Algorithmen Ti-
me Series Modell mit zunehmende; Dimensionen;

e test woodruff hash(): Uberpriifung der Reihung der Hashfunktionen mit zu-
nehmende Datensitze;

e test Woodruff hash cons(): Uberpriifung der Reihung der Hashfunktionen
mit zunehmendem Parameter c;

e Test_Hash laufzeit(): Simulieren der Laufzeit fiir die Hashfunktionen;

e test Woodruff dimension generator(); Dimension Abhéngigkeit des des Clarkson-
Woodruff Algorithmus mit generierte Daten;

e test Woodruff dimension File(); Dimension Abhéngigkeit des des Clarkson-
Woodruff Algorithmus mit Testdaten aus Internet;

.
[ Azgy =]

e test Woodruff gut gross(); Uberpriifung des Verhéltnis m gegen An-

zahl der Datensatze;

[Azsp =t

e test Woodruff _dimension generator _gut(); Uberpriifung des Verhéltnis TAzen =0l

gegen Spaltenanzahl der Matrix A.
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